Das Verhalten von Losungen der vektoriellen
Helmholtzgleichung in AuBBenraumen fur kleine Frequenzen
unter elektrischen Randbedingungen

Stefan Evert

Diplomarbeit

angefertig bei Prof. Dr. P. Werner,
Math. Institut A, 5. Lehrstuhl, Universitdt Stuttgart

30. JULI 1999



Inhaltsverzeichnis
1 Einleitung

2 Riickfithrung auf Integralgleichungen

2.1 Potentialfelder und Sprungbedingungen . . . ... ... ... ... o 0000

2.1.1 FHachenpotentiale . . . . . ... ... . L

212 Volumenpotentiale . . . . . ... ... ...
2.2 Das elektrische Randwertproblem . . . .. ... ... ... .. ... .. .. .. .. .. ...
2.3 Das magnetische Randwertproblem . . . ... ... ... ... ... ... ... ... ...,
2.4 Innenprodukt und adjungierte Integraloperatoren . . . . ... ... ... ... ... ...,
2.5 Rickfithrung auf Randintegralgleichungen . . . .. ... ...... . ... .. .......

3 Die Matrix-Methode
3.1 EinModellproblem . . . ... ... ... ...
3.2 DieMatrixgleichung . . . . ... ... ... ...
3.3 Motivation eines neuen Ansatzes . . . . . . . . ... e e e e e
3.4 Formulierung der Matrix-Methode . . . . . . ... ... .. ... ... . .. . . ..
35 EineAnwendung . . .. .. ... .. ...

4 Das elektrische Randwertproblem
4.1 DieNullrdumevonI+LoundI+L{ ... ... ... ... ... ... ... ..... ..
4.2 Physikalische Interpretation . . . . ... ... ... L L o
43 Abschitzungenfiirk — 0 . .. ... ... ...
44 Die Matrixgleichungdes ERP . . . .. ... ... .. ... ... .. .. .. ... .. .. ...
441 Aufstellen der Matrixgleichung . . . . . ... ... ... .. ... .. .. .. ...
442 Asymptotik der Blockoperatoren . . . . . ... ... L L oL Lo
443 Auflosen der Matrixgleichung . . .. ... ... .. .. .. .. .. . 0 ..
444 Das Verhalten der Losung des ERP fiirk — 0 . . . ... ... ... ... ......

5 Anwendungen
51 DieSpektralscharvon A . . . . . . ... L L L
5.2 Das elektrische RAWP mit zeitharmonischer Anregung . . . . .. ... ... ........
5.3 Das elektrische RAWP mit konstanter Anregung . . . . ... .. ...............



1 Einleitung

Werner hat in den Arbeiten [9], [10], [11] und [12] das Rand- und Anfangswertproblem fiir elektro-
magnetische Wellen in Auflenrdumen Q untersucht. Gesucht sind Losungen der maxwellschen Glei-
chungen

0
1.1 E —H=0
(1.1) VxEt+pa ;
0
1.2 H—e—E—-ocE=
(1.2) V x eat o J

firx € Qund t € [0, 00), die der Randbedingung

(1.3) nxE=0 auf 0Q

und den Anfangsbedingungen

(1.4) E(x,0) = Eo(x), H(x,0) =Hp(x)

in Q geniigen; n bezeichnet in diesem Zusammenhang stets die nach auen, d.h. in Q hinein gerichtete
Normale auf 9Q). Der Aufienraum Q) ist gegeben durch

Q=R3>\D,

wobei D aus n disjunkten, beschrankten Korpern (physikalisch als ideal leitende Reflektoren zu inter-
pretieren) mit glatten Randern besteht:

D=D;+---+Dn.
Fiir die Betrachtungen in der vorliegenden Arbeit setzen wir speziell
oD eC®  (i=1,...,n)

voraus. Wir bezeichnen das topologische Geschlecht von D; mit p; (d.h. D; ist homdomorph zu einer
Kugel mit p; Henkeln). Die Zahl
P:=pP1+-+Pn.
gibt das topologische Geschlecht von D bzw. Q an.! Die Bezeichnungen n fiir die Anzahl der Reflektoren
und p fiir das topologische Geschlecht von O werden im folgenden beibehalten.
Durch Elimination von H bzw. E ergeben sich aus (1.1)—(1.4) die Rand- und Anfangswertprobleme

92 0 .
(1.5) AE = equ + ucaE + 5 in Q,
(1.6) nxE=0, V- -E=v auf 00,
(1.7) E(x,0) = Eo(x), %E(X,O) =Eq(x) fir xeQ

fur das elektrische Feld E und

02 0 )
(1.8) AH = €HWH + },lO'aH +J2 in Q,
(1.9) nx(VxH)=c, n-H=1vy, auf 00,
(1.10) H(x,0) = Ho(x), %H(X,O) =H;(x) fir x€Q

Isiehe hierzu etwa ([3], 97)



fiir das magnetische Feld H mit

t
(1.11) Ji(x,t):=e VeV (V - Eo(x)) + u%](x,t) — lL e ot=T/ey(V . J(x,T))dt  fir x€Q,

t
(1.12) vi(x,t) == e Y€V . Eo(x) — %J e olt=T/ey J(x, 1) dt fir x €00,
0
1 _
(1.13) Eqi(x) = s (V x Ho(x) — oEp(x) — J(x,0)) fir x€Q
bzw.
(1.14) J,:=V(V-Ho) =V x]J] in Q,
(1.15) c:=mn x]J, Y2 :=n-Hy auf 0Q),
(1.16) Hy = —luv xE in Q

(vgl. [9], Lemma 2.2 und 2.3). Laf3t man beliebige Anregungen ], ], und beliebige Rand- und Anfangs-
werte zu, so erhdlt man zuséatzliche Losungen von (1.5)—(1.7) bzw. (1.8)—(1.10), die nicht aus elektromag-
netischen Wellen hervorgehen. Zur besseren Unterscheidung wollen wir die Losungen von (1.5)—(1.7)
fuir beliebige Daten als elektrische Wellen, die Losungen von (1.8)—(1.10) fiir beliebige Daten als magne-
tische Wellen bezeichnen.?

Unter der naheliegenden Voraussetzung, daf§ die Anregung ] und die Anfangsdaten in einer Um-
gebung des Randes 0Q) verschwinden, vereinfachen sich die Gleichungen (1.6) und (1.9) zu den soge-
nannten elektrischen Randbedingungen

(1.17) nxE=0, V-E=0 auf 0Q
und magnetischen Randbedingungen
(1.18) nx (VxH)=0, n-H=0 auf 0Q.

Die Anfangs- und Randwertprobleme (1.5), (1.17), (1.7) und (1.8), (1.18), (1.10) konnen mit spektraltheo-
retischen Methoden diskutiert werden. Ausgangspunkt hierfiir sind die selbstadjungierten Erweite-
rungen A und A’ des vektoriellen Laplace-Operators zu elektrischen bzw. magnetischen Randbeding-
ungen. Nach [9], Abschnitt 3 gilt

D(A):={E € V| AE € L,(Q) und (AE,F) = (E,AF) VF € S},

1.19
(1.19) AE:=—AE fir E€D(A)

mit

V=S in H;(Q),
S:={E€C*(Q)|nxE=0und V- E =0 auf 30;

E,0:E,0:0«E = O(])fur1k71 2,3und r = [x| = co}.

2Der Unterschied zwischen elektrischen bzw. magnetischen Wellen einerseits und elektromagnetischen Wellen andererseits wirkt
sich insbesondere in der Niederfrequenzasymptotik aus. Dort treten bei ersteren Resonanzen auf, bei elektromagnetischen Wellen
jedoch nicht (vgl. [12]).



Analog gilt

D(A'):={H € V' | AH € L,(Q) und (AH,F) = (H,AF) VF € S'},

1.20
(1.20) A'H:=—AH far HeD(A')

mit
V=S  in H(Q),
$'={HeC*Q)|nx(VxH) =0undn-H=0auf 3Q;
H, 0;H, 0;0xH = O(:—Z) firi,k =1,2,3und r = |x| = oo}.

Der skalare Lebesgue-Raum L;(Q) und der Sobolev-Raum H;(Q) sind distributionentheoretisch im
Sinn von [8] zu verstehen:

L2(Q) == {F: C&(Q) — C (linear) | |[F|| < oo},

[Fl = sup{|Fo| | o < CF(Q) mit | o] &x =1},
Q
Hi(Q) = {F € ,(Q) | &F € L,(Q) fiir i = 1,2,3},

3

2 2 2

IFIF = IIFI* + D 119<FII* -
io1

Mit (-, ) bezeichnen wir die stetige Fortsetzung des tiblichen Skalarprodukts in C§* (Q) auf L,(Q). Der
vektorielle Lebesgue- und Sobolev-Raum sind durch

L2(Q) :=L2(Q) x L2(Q) x L2(Q),

H;(Q) :=H;(Q) x H1(Q) x H1(Q)

gegeben. Fur E = (Eq,E2, E3),F = (Fy,F2, F3) € L,(Q) ist das Skalarprodukt durch
(E,F) := (E1,F1) + (E2, F2) + (E3,F3)

definiert. Fiir Rdume stetiger Funktionen schreiben wir analog C?(Q) := C2(Q) x C2(Q) x C2(Q) usw.
Mit Hilfe der selbstadjungierten Operatoren A und A’ lassen sich schwache Versionen der Anfangs-
und Randwertprobleme angeben: Gesucht sind L, (Q)-wertige Funktionen E bzw. H mit
E € C*([0,00), L2(Q)),
AE+eut” +puot’ +J;, =0 fir t>0,
E(t) € D(A) fir t>0,
E(0)=EFo, E'(0)=E;

sowie
H e C*([0,00), L2(Q)),
A'E+epuH” +poH' +J, =0  fiir t>0,

H(t) e D(A')  fur t>0,
H(0) =Ho,  H'(0) =H;.



Die Losungen dieser schwachen Probleme kénnen explizit als Integrale tiber die Spektralscharen von

A bzw. A’ angegeben werden ([9], Kapitel 7). Mit Hilfe der elliptischen Regularititstheorie 148t sich

zeigen, daf die schwachen Losungen fiir hinreichend glatte Anfangsdaten und Anregungen J1,J, auch

Losungen der klassischen Rand- und Anfangswertprobleme sind (siehe [10], Satz 8.1 fir m = 1 und

n = 2 sowie die darauffolgenden Bemerkungen). Insbesondere gilt in diesem Fall E, H € C2(Q x[0,00)).
Die Spektralscharen {P,} von A und {P}} von A’ lassen sich mit Hilfe der Resolventen

R, F:= (Ale)le bzw. RIF:= (A’ fzI)le

bestimmen. Das Spektrum von A,

1

o(A):=C\{zeC|(A—zI) : L(Q) — D(A) existiert und ist beschrénkt},

besteht nach [11], Satz 4.1(a) aus dem einzigen Eigenwert z = 0 und dem kontinuierlichen Anteil c(A) =
[0, 00). Fiir F € C*(Q) mit beschrinktem Triger® und z ¢ o(A) gilt nach [11], Lemma 4.3

E:=R,Fe C*(Q)

und E ist Losung des Randwertproblems

(1.21) AE+’E=—F in Q,
(1.22) nxE=0, V-E=0 auf 23Q,
(1.23) E=0(r"), (@r—ikE=o(r") fir r=[x| 200

mit k? = z, Imk > 0. Gleichung (1.23) besagt, da} E komponentenweise die Sommerfeldsche Aus-
strahlungsbedingung erfiillt.* Wir bezeichnen die eindeutig bestimmte® Losung E von (1.21)—(1.23) fiir
gegebenes k # 0, Imk > 0 mit E [F|. Insbesondere gilt

(1.24) ReF=E[F]  fir Imk >0,
Der Nullraum N (A) besteht nach [11], Satz 2.1 aus den Dirichletfeldern in Q:

NA)={EeC*(Q)|VXxE=0,V-E=0inQ; n xE=0aufdQ;

1.25
(1) E=0(r?) firr = [x| - oo}

ferner gilt
(1.26) dimN(A) =n.

Nach der Regularititstheorie gilt PAF € C?(Q) fiir jedes F € L,(Q) ([11], Lemma 4.1 fiir j = 1). Mit
Hilfe von (1.24), der analytischen Abhédngigkeit von E, [F] von K in {K eC | Imk > 0,k # O} (vgl. [7]
und [11]) und dem bekannten spektraltheoretischen Zusammenhang zwischen Resolvente und Spek-
tralschar 148t sich PyF fiir F € C?(Q) durch die Losung E[F] von (1.21)-(1.23) fiir reelles k und die

Felder des Nullraums A/ (A) darstellen. Fiir F € C?(Q) mit beschréanktem Triger, A > 0 und x € Q gilt

_ 1
T 2m

d
(1.27) a(PA F) (x) (Ex[Fl(x) —E_x[F](x)
3Der Triger, engl. support, einer Funktion f ist gegeben durch supp (f) := {x[f(x) # O}.
4Die zweite Abschitzung ist dabei nur fiir reelles k # O relevant, wihrend sie im Fall Im « > 0 aus der ersten Abschitzung
gefolgert werden kann.

5[11], Lemma 4.2




und unter der zusétzlichen Voraussetzungn x F =V - F = 0 auf 9Q:

A
(1.28) (PAF)(x) = (ProF)(x) + %J (Es[Fl0 —E_s[F](x) do,
0

wobei P,y die Projektion auf NV(A) ist. Das uneigentliche Integral konvergiert hierbei gleichméaBig
beziiglich x in jeder beschréankten Teilmenge von Q ([11], Satz 4.1). Nach [11], Satz 5.1 gelten analo-
ge Aussagen fiir die Spektralschar {P{} von A’. Nach [11], Satz 3.1 besteht der Nullraum N (A’) aus den
Neumannfeldern in Q:

NA)={HeC*Q)|VxH=0,V-H=0inQ; n H=0aufdQ;

1.29
(1) H=0(r?) firr = x| = co};

ferner gilt

(1.30) dim N (A') =p.

Die Formeln (1.27) und (1.28) bleiben auch im magnetischen Fall giiltig, wenn man P durch die Pro-
jektion P/, y auf den Nullraum A(A’) und E [F] durch diein {k € C | Im« > 0,k # 0} analytisch von «
abhidngende Losung des Randwertproblems

(1.31) AH+*H=—F in Q,
(1.32) nx (VxH)=0, n-H=0 auf 0Q),
(1.33) H:O(r*]), (ar—iK)H:o(rq) fur r=1x| - o0

ersetzt, die wir mit H [F| bezeichnen.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung des Verhaltens von E[F| fiir k — 0. Hierzu
kniipfen wir an die Voruntersuchungen von Werner in [12] an. In [12] wurde gezeigt, daf8 sich Ey [F}
meromorph auf die ganze komplexe Ebene fortsetzen lafst und dafi die asymptotische Relation

1

(1.34) Ec[f] =—3

1
P+0F+EC,1 [F] 4+ Co[F] + O(|x|) fr x—0
gleichmiRig in kompakten Teilmengen von Q gilt, wobei C_; [F|] und Co[F] Lésungen von Randwert-
problemen fiir die Gleichungen AE = 0 bzw. AE = P oF — F mit elektrischen Randbedingungen sind.
In [12] fehlen allerdings weitere Aussagen, die zu einer eindeutigen Charakterisierung von C_; [F| und
Co [F] erforderlich wiren. Es konnte lediglich die Implikation

(1.35) PioF=0 = C_4[F] =0

gezeigt werden ([12], 124). Wie in [12] gezeigt, geniigen (1.35) und eine analoge Implikation im Fall
magnetischer Randbedingungen zu einer addquaten Diskussion des asymptotischen Verhaltens der
Losung (E, H) des elektromagnetischen Problems (1.1)—(1.4) mit vorgegebener zeitharmonischer Strom-
dichteverteilung ] fiir t — co. Insbesondere zeigt es sich, dafd (E, H) fiir t — oo beschrankt bleibt (vgl.
[12], Satz 4.1). Im allgemeinen Fall des elektrischen Problems (1.5)—(1.7) mit zeitharmonischer Anregung
J1(x,t) = F(x)e 1%t tritt dagegen in der Asymptotik der Losung E(x, t) der linear mit t wachsende Term

tEM mit BN = eiuPH) (-1-F+Ey) auf; der zweite Term in der asymptotischen Entwicklung von E(x, t)

fiir t — oo besitzt die Ordnung O(1) und 148t sich explizit auf C_;[l-F + E4] zuriickfiihren (vgl.
[12], Satz 3.1). In der vorliegenden Arbeit soll nun die Abschétzung (1.34) auf direktem Weg tiber Fred-
holmsche Randintegralgleichungen gewonnen und durch explizite Berechnung des Residuums C_; [F]




verscharft werden. Hiermit ergibt sich auch eine Verscharfung der Asymptotik von E(x,t) fiirt — oo
durch genaue Angabe des zweiten Terms der Ordnung O(1). Ferner ergénzen wir die Untersuchung in
[12] durch die Einbeziehung des mathematisch besonders interessanten Falls w = 0 (zeitunabhingige
Anregung J1).

Es ist geplant, in einer anschlieffenden Untersuchung auch die Asymptotik der Losung H(x, t) des
magnetischen Problems (1.8)—(1.10) nach dhnlichen Gesichtspunkten zu diskutieren. Dariiberhinaus ist
zu erwarten, daf$ sich die in der vorliegenden Arbeit entwickelten Methoden vorteilhaft auf eine Reihe
weiterer Probleme der Wellenmechanik und der Elektrodynamik anwenden lassen.

Ich danke Herrn Prof. Werner fiir die interessante Aufgabenstellung und seine geduldige Betreuung.



2 Riickfiihrung auf Integralgleichungen

2.1 Potentialfelder und Sprungbedingungen

Das Randwertproblem fiir die Helmholtzgleichung unter elektrischen bzw. magnetischen Randbedin-
gungen wird in der Literatur mit verschiedenen Potentialansitzen behandelt.! Die vorliegende Arbeit
hilt sich der Ubersichtlichkeit halber sehr eng an den in [1] diskutierten Ansatz.? Die in diesem Kapitel
eingefiihrten Bezeichnungen und Definitionen entsprechen weitgehend den dort verwendeten Bezeich-
nungen. Ausgangspunkt fiir alle Potentialansétze ist die Grundlésung der Helmholtzgleichung

1 eiK‘X_y‘

(2.1) Pelx,y) = fir x,yeR’ x#y,

Am x|
die sich im potentialtheoretischen Fall k = 0 zu

1
(2.2) dolx,y) = m

spezialisiert.

2.1.1 Flichenpotentiale

Wir betrachten Flachenpotentiale, die von Oberflichenbelegungen auf 9Q) erzeugt werden. Fiir solche
Belegungen bendtigen wir den Raum C*(9Q) der hélderstetigen Funktionen

(2.3) Co*(3Q) == {9 € C(AQ) | [p(x) — o(y)] < C|x —y|* ¥x,y € 3Q,x #y},
-_ le(x) — e(y)|
(2.4) lollg = ){ggglcp(XleijtégQ o~

x#Y
den Raum C°*(9Q) der holderstetigen Vektorfelder

(2.5) C%*(0Q) := CO*(3Q) x C>*(3Q) x C>*(20),
(2.6) lally = llaill, + llazll, + lasll, — fiir aeC>*(2Q)

und den Raum 7°%(3Q) der hdlderstetigen Tangentialfelder
(2.7) T7%%00) = {a e C**(dQ) [n-a=0}

mit 0 < o < 1. C%%(3Q), C>*(3Q) und 7°*(9Q) sind mit den angegebenen Normen Banachriume
([1], Satz 2.4). Das (einfache) Potential u(x) einer Flachendichte ¢ € C(9Q) wird definiert durch

(2.8) u(x) := J b (x,y)e(y) dFy fir x e R\ 0Q,
20

Isiehe etwa [1], [2] oder [7]

ZWerner hat diesen Ansatz in [7] um ein Volumenpotential erweitert und damit Randintegralgleichungen erhalten, die fiir
alle k € (0,00) eindeutig l6sbar sind. Der Ansatz aus [1] hingegen fiihrt fiir abzdhlbar viele reelle Eigenwerte  zu nicht ein-
deutig losbaren Integralgleichungen. Da sich diese Eigenwerte jedoch bei O nicht hédufen, spielen sie fiir die hier betrachtete
Niederfrequenzasymptotik keine Rolle.



das Vektorpotential A(x) einer vektoriellen Flachendichte a € C(0Q) durch

(2.9) Ax) = J delx,y)aly)dF,  far x € R3\2Q.
00

Fiir x € R3 \ 9Q darf in (2.8) und (2.9) unter dem Integralzeichen differenziert werden. Aus der Analy-
zitdt von ¢ (x,y) fiir x # y folgt sofort u € C*(R3\ 9Q) und A € C*(R3 \ 3Q). Die folgenden beiden
Lemmata geben Stetigkeits- und Sprungbedingungen fiir Flichenpotentiale an der Randfldche 9Q) an.

Lemma 2.1. Das Potential w(x) einer Dichte ¢ € C(dQ) ist gleichmiiflig holderstetig in R3 mit beliebigem
Holder-Exponent 0 < o < 1. Gilt sogar @ € C%*(9Q), so lassen sich die ersten Ableitungen von u(x) jeweils
hélderstetig mit dem gleichen Holder-Exponent oc von Q auf Q und von D auf D fortsetzen. Diese Fortsetzungen
werden mit w, und w_ bezeichnet, d.h. 9y, uy € CO%(Q) und d,,u_ € CO*(D). Fiir x € 0Q gilt die
Sprungbedingung

(2.10) Ve (x) = j Vabul )0 (y) dFy F 1no(x)
00

Beweis. [1], Satz 2.12 und Satz 2.17. O

Lemma 2.2. Das Vektorpotential A(x) einer vektoriellen Dichte a € C(dQ) ist gleichmiiflig holderstetig in R3
mit beliebigem Holder-Exponent 0 < o < 1. Gilt sogar a € C**(dQ), so lassen sich die ersten Ableitungen
von A(x) jeweils hilderstetig mit dem gleichen Holder-Exponent ocvon Q auf Q und von D auf D fortsetzen; die
Fortsetzungen werden mit A und A_ bezeichnet. Fiir x € 0Q) gelten die Sprungbedingungen

1
1) Vx Asle) = | Tux (bulxualy)) dFy F 5ns x alx),
20
1
12) VAL = | Ve (0lnuaty) dFy F 5ncalx).
00
Beweis. Folgt sofort durch Anwendung von Lemma 2.1 auf die Komponenten von A. O

2.1.2 Volumenpotentiale

Ein Volumenpotential E(x) wird von einer stetigen Raumdichte f € C(G) erzeugt, wobei G = D oder
G = Q zu setzen ist:

(2.13) E(x):= J d(x,y)f(y) dy fir x e R3.
G

Im Fall G = Q soll der Trager supp(f) beschrankt sein.

Lemma 2.3. Sei E(x) das Volumenpotential einer Raumdichte f € C(G) fiir G = D oder G = Q. Im Fall
G = Q sei supp(f) beschriinkt. Dann ist E in R3 gleichmiifiig holderstetig differenzierbar mit beliebigem Holder-
Exponent 0 < o < 1. Ist f zusiitzlich holderstetig in G, so ist E in R3 \ G zweimal stetig differenzierbar und
Losung der Helmholtzgleichung

AE+k’E=—f in G
AE+k’E=0 in R3>\G.



Beweis. Die letzte Gleichung ergibt sich fiir eine beliebige Raumdichte f € C(G) sofort aus (2.13), da
fir x ¢ G unter dem Integralzeichen differenziert werden darf. Im Fall G = D folgen die restlichen
Behauptungen durch Anwendung von [6], Lemma 8 und Lemma 9 auf die Komponenten D; von D. Im
Fall G = Q wende man die genannten Lemmata auf das von n + 1 geschlossenen Flachen berandete
Gebiet Qg = Q N K(0,R) (K(0,R) := {x € R*® | [x| < R}) an,®> wobei R so grof zu wihlen ist, daf
D C K(0,R) und supp(f) C K(0,R) gilt. Fiir R — oo ergeben sich die Behauptungen. O

2.2 Das elektrische Randwertproblem
Fiir die Formulierung des Randwertproblems fiihren wir zundchst geméf3 [1] den Funktionenraum
(2.14) FQ)={E: Q- C|E€C*(Q)NC(Q); V-E,VxEeC(Q)}

ein. Die Stetigkeitseigenschaften in (2.14) gentigen, um die vektoriellen Greenschen Formeln in be-
schrinkten Teilmengen von (O anwenden zu konnen ([1], 117). Wir wollen nun fiir fest gewéhltes F €
C?(Q) mit beschranktem Trager die Lésung E [F| von (1.21)~(1.23) in der Form

(2.15) E[F] =EQ+E/

mit

(2.16) EY = JdnK(x,y)F(y) dy
Q

darstellen. Eg ist dabei als ,einlaufende Welle” anzusehen, das Korrekturfeld E/. als ,reflektierte Welle.”
Da EQ ein Volumenpotential im Sinn von Abschnitt 2.1 ist, gilt nach Lemma 2.3:

EQ € F(Q),
AE +°E0=—F in Q.

Man rechnet leicht nach, daf E? fiir Imk > 0 auch der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung
gentigt. Um die Randbedingungen (1.22) zu erfiillen, muf8 E| also das folgende Randwertproblem 16sen.

Definition 2.1 (Elektrisches Randwertproblem (ERP)). Gesucht ist ein €| € F(Q) mit den Eigenschaften

(2.17) AE.L +k’EL=0 in Q

(2.18) nxE.=cci=-—nxE auf 3Q

(2.19) V. E.=v«=-V-E2 auf 3Q

(2.20) E,=0("), (@—ikE,=o(r"") fiir v=|x]— o0
Es gilt:

Satz 2.1. Das ERP besitzt fiir k # 0, Imk > 0 eine eindeutige Losung E... EQ + E ist Losung des Randwert-
problems (1.21)—(1.23). Ferner gilt o
B+ E, = Ec[F] € C*(Q).

Die vorgegebenen Randwerte sind hilderstetig, d.h. c, € T®*(0Q) und v, € C>*(3Q).

3In [6] sind diese Lemmata fiir ein von einer geschlossenen Fliche berandetes Gebiet G; formuliert; der Beweis ldfst sich jedoch
ohne weiteres auf ein von mehreren geschlossenen Flachen berandetes Gebiet verallgemeinern.
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Beweis. Wir beginnen mit der letzten Behauptung. Nach Lemma 2.3 ist das Volumenpotential E¢ gleich-
miéRig holderstetig differenzierbar. Hieraus folgt sofort ¢ € 7%%(3Q) und v, € C%*(3Q) fiir jedes
o € (0,1). Das ERP entspricht somit im wesentlichen dem , Exterior Electric Boundary-Value Problem”
von Colton/Kress ([1], 122). Colton/Kress verwenden anstelle von (2.20) die Ausstrahlungsbedingung
[1], (4.15). Diese ist jedoch nach [1], Korollar 4.14 fiir Losungen der Helmholtzgleichung (2.17) zu der
Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung (2.20) dquivalent. Die zusitzliche Voraussetzung in [1],*
dafi Vj - ¢« holderstetig ist,” ist wegen

[1], (2.75)
Vo-CKZ—Vo-(nXEg) =

n-(V xE)
und Lemma 2.3 erfiillt. [1], Satz 4.31 besagt nun, dafd das ERP fiir k # 0, Im k > 0 eine eindeutige Losung
E. in F(Q) besitzt. Mit

Ec[F] = EZ+E;

erhalten wir somit die (eindeutig bestimmte) zu F(Q) gehorende Losung von (1.21)—(1.23). Wegen 0Q) €
C®, F € C*(Q), supp(F) beschrénkt folgt aus [11], Lemma 2.1, da E, [F| sogar zu C?(Q) gehort. O

2.3 Das magnetische Randwertproblem

Analog léfst sich das Aufienraumproblem fiir die Helmholtzgleichung (1.31)—(1.33) zu magnetischen
Randbedingungen behandeln. Wir stellen hierzu fiir festes F € C?(Q) mit beschranktem Triger die
Losung H, [F| der Helmholtzgleichung in der Form

(2.21) Hi[F] = HQ + H,

mit

(2.22) HY = J b, y)F(y) dy
Q

dar. Dieser Ansatz fithrt auf das magnetische Randwertproblem:

Definition 2.2 (Magnetisches Randwertproblem (MRP)). Gesucht ist ein H] € F(Q) mit den folgenden
Eigenschaften:

(2.23) AH.L +«*H. =0 in Q,

(2.24) nx(nx(VxH))=dc=—nx(nx(VxHY)) auf 23Q,
(2.25) n-H.=8:=-n-H> auf 0Q,

(2.26) H,=0(r""), (3, —ik)H.=o(r"")  fiir v=|x| > oco.

Wie im vorigen Abschnitt erhalten wir mit Hilfe von [1], Satz 4.35 und [11], Lemma 3.1 den

Satz 2.2. Das MRP besitzt fiir « # 0, Im k > 0 eine eindeutige Losung H/.. HS + H_, ist Losung der Helmholtz-
gleichung unter magnetischen Randbedingungen (1.31)—(1.33). Ferner gilt

HO + H, = H,[F] € C*(Q)

Die vorgegebenen Randwerte sind hilderstetig, d.h. d, € T®*(3Q) und &, € C>*(3Q).

4siehe hierzu die Definition von S % (3D) ([1], 63)
5V, - ¢« bezeichnet die Oberflichendivergenz. In [1] wird hierfiir die Bezeichnung Div ¢« verwendet. Zur Definition der
Oberflachendivergenz siehe [1], Definition 2.28.
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2.4 Innenprodukt und adjungierte Integraloperatoren

Unter einem Innenprodukt (-, -) auf einem normierten Raum X verstehen wir eine symmetrische, nicht
entartete Bilinearform® auf X, d.h. eine Abbildung

() XxX—C
mit den Eigenschaften
(ox,y) = ax,y),
(x+zy)=(xy)+(zv),
(ov) = (ux)

firx,y,z € Xund o € C und
vxeX JyeX: (x,y)#0.

Wir nennen (-, -) stetig, wenn es eine Konstante C > 0 gibt, so da

|6 u)| < CHx| vl
fiir alle x,y € X gilt. Wir fiithren ein Innenprodukt auf C®*(9Q) ein durch die Definition

(2.27) R J e dF  fir @, e C>*(dQ).
00

Das durch (2.27) gegebene Innenprodukt ist stetig (beziiglich der Holdernorm auf C%*(9Q)), da

(o) =| [ owar|< [ lovl ar

00 00
< (max o ()| ) (max [p(x)[) [0

<ol Wl [0Q]

wobei [0Q)| = [, dF den Flicheninhalt des Randes 0Q bezeichnet. Entsprechend wird das Innenpro-
dukt auf 7%%(9Q) erklirt:

(a,b) = J a-bdF fir a,be7%%(0Q)
20

Es sei darauf hingewiesen, daf alle folgenden Betrachtungen auch mit dem Skalarprodukt [, @ dF,
d.h. einer positiv definiten Sesquilinearform anstelle einer Bilinearform, durchgefiihrt werden kénnen,
was an einigen Stellen Voraussetzungen und Darstellung vereinfachen wiirde. Wir halten uns jedoch an
den in [1] eingeschlagenen Weg, um die Definitionen der folgenden Integraloperatoren und die entspre-
chenden Sétze und Lemmata ohne Anderungen iibernehmen zu kénnen.

Wir geben nun die Definitionen der fiir unseren Ansatz wichtigen Integraloperatoren aus [1] an.
Zunichst definieren wir fiir ¢, € C%*(0Q)

228) (o) =2 [ 228y ar,
00 Y

(229) (o) =2 [ 22V o),
00

bvgl. [1], Definition 1.22
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und fiir a € C%%(9Q)

(2.30) (Ska)(x) =2 J $(x,y)aly) dFy
0Q)

jeweils fiir x € Q. Fiir a,b € 7%%(3Q) und x € 9Q setzen wir:

(2.31) (MKa)(x) =2 J Ny X (VX X [d)K(x,y)a(y)]) dFy,
Yo
(2.32) M/ b :=n x Mc[n x b]

oder ausfiihrlich

(M/b)(x) =2n, x J My X (Vi X [dc(x,1)(ny x b(y))]) dFy.
20

Lemma 2.4. Die Operatoren K, und K/, bilden C®*(3Q) in sich ab. Der Operator S bildet C**(3Q) in sich
ab. Alle drei Operatoren sind kompakt fiir alle k € C. K und K| sind beziiglich des Innenprodukts (2.27)
zueinander adjungiert, S, ist selbstadjungiert. In Formeln:
K, K.: CO*0Q) — C**(0Q) kompakt,
(Ke@, 1) = (@, K1),
S, : CO*(0Q) — C*>*(0Q) kompakt,
(Ska,b) = (a,Scb)

fiir alle @, € C®*(3Q) und alle a,b € C**(3Q).

Beweis. [1], Satz 2.30 und die vorhergehende Bemerkung fiir die Aussagen tiber K, und K. [1], Bemer-
kung nach Formel (2.80) fiir die entsprechenden Aussagen tiber S, wobei S, komponentenweise auf
das Vektorfeld a anzuwenden ist. Colton/Kress machen dabei die fiir das ERP und das MRP prakti-
sche Einschrankung Im k > 0. Die zitierten Beweise beruhen jedoch auf Abschédtzungen, die auch fiir
Im k < 0 richtig bleiben. O

Lemma 2.5. Die Operatoren My und M bilden T°*(9Q) in sich ab. Sie sind kompakt fiir alle x € C. M
und M, sind zueinander adjungiert. In Formeln:

M, M. : T%0Q) — T%%(dQ) kompakt,
(M¢a,b) = (a,M/b)
fiir alle a,b € T%*(3Q).
Beweis. [1], Satz 2.32 und die vorausgehende Bemerkung. O

Nach den Lemmata 2.4 und 2.5 erfiillen die Operatoren S, K« und K|, sowie M, und M} die
Voraussetzungen der Fredholmschen Sitze [1], Satz 1.28 und Satz 1.29. Insbesondere gilt folglich

dim N(I—SK) < 00,
dimN(I—KK):dimN(I—K'K)<oo,
dimN(I—MK):dimJ\/’(I—M{()<oo.
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Nach der zweiten Fredholmschen Alternative sind dariiberhinaus die Einschrankungen
1 L
K vkt NI-Ko)” — N(I-K])™,
M yms s NI-M)T — N(I-ML)"

bijektiv. Diese Eigenschaften bilden die Grundlage fiir die in Kapitel 3 entwickelten Methoden zur

Berechnung der Niederfrequenzasymptotik des ERP. A (I — K,.) usw. bezeichnen dabei die Orthogo-
nalrdume beziiglich des Innenprodukts, also

NI-K)" = {$ € CO*(0Q) | (v, ) =0 fiir Vo € N (1K)}

2.5 Riickfiihrung auf Randintegralgleichungen

Der Potentialansatz von Colton/Kress fiir das elektrische und das magnetische Feld setzt sich jeweils
aus zwei Potentialfeldern zusammen, die von einer skalaren und einer vektoriellen Oberflichenbele-
gung erzeugt werden. Fiir diese zusammengesetzten Oberflichenbelegungen fithren wir den Produk-
traum

(2.33) X%%(0Q) :=T%*(2Q) x C>*(3Q)

ein, der mit der Norm

(2.34) H(;)H(Xzzmax{ﬂaﬂa,|7\||o(} fiir (;‘)exo»“(ag)

ein Banachraum ist. Das Innenprodukt (2.27) iibertréagt sich auf X**(3Q) durch die Definition

(2.35) <<;‘) , <ﬁ)>:_ J a-bdF + J AwdF fir <;‘\‘> , <E> € X%%(30)
:aQ<a,b> -|-aQ<7\, p.

Fiir die Formulierung der Randintegralgleichungen definieren wir lineare Operatoren L., L auf X% *(3Q)
durch

/
(2.36) L = <L1(;,K EZ) ‘ L. = (E; Lé(i )
mit
L1 va = M,a, L}, ,b:=M.b,
(2.37) L1z A= —n x Sc[An], Lj, ,bi=n-S.[n xb],
L2 A= KA, L, =K.

Die Matrixdarstellung in (2.36) ist so zu verstehen, dafs

L (%) = Lt Lizk) (a) _ (L ca+LizA
“AA 0 Lzz,K A 0 +L22‘K?\ )
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Lemma 2.6. L, und L sind fiir alle x € C kompakte, zueinander adjungierte Operatoren von X°*(3Q) in
sich. In Formeln:

L., L.: X%%02Q) — X*%(0Q) kompakt,

e () G =) = )

Beweis. L, und L} sind kompakt, da nach Abschnitt 2.4 alle Komponenten kompakt sind. Die Adjun-
giertheit folgt ebenso komponentenweise aus den Lemmata 2.4 und 2.5 sowie fiir L1, «, L3, ® durch
Vertauschung der Integrationsreihenfolge (siehe [1], 132). O

fiir alle (%), (z) € X%*(dQ).

Satz 2.3. Dus fiir () € X**(3Q) und Im k > 0 durch die Gleichung (2.38) gegebene Feld

(2.38) E(x) == Vy J el y)aly) dF, — j el yIAYIN, dF,
00 0Q)

lost das ERP, sofern (%) die Integralgleichung

(2.39) (i) L (;) =2 <§>

erfiillt.
Beweis. [1], Satz 4.21 in Verbindung mit Formel (4.33") ([1], 133). O

Bemerkung. E € F(Q) folgt grofitenteils aus den Stetigkeitsaussagen der Lemmata 2.1 und 2.2. Die Holder-
stetigkeit von Vo - ¢ wird bendtigt, um mit Hilfe von [1], Lemma 4.15 V x E € C(Q) nachzuweisen. Die
Aquivalenz von (2.39) zu den Randbedingungen (2.19) folgt aus den Sprungbedingungen fiir Flichenpotentiale.
E erfiillt stets die Helmholtzgleichung (2.17), was durch die in Q) erlaubte Vertauschung von Differentiation und
Integration gezeigt werden kann. Die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung (2.20) wird nur fiir Imk > 0
erfiillt.

Wenn spéter die von verschiedenen Oberflichenbelegungen nach Formel (2.38) erzeugten Poten-
tialfelder nebeneinander betrachtet werden, bezeichnen wir das von einer Belegung (%) € X%*(2Q)

erzeugte Feld mit E(KG‘M usw. Anschaulich kann man sich dieses Feld als Uberlagerung eines , Wirbel-
feldes” (d.h. eines Rotationsfeldes) und eines ,Quellenfeldes” (d.h eines Feldes, dessen Divergenz nicht
verschwindet) vorstellen:

(2.40) LN (x) = Y, x J o, y)aly) dFy — j (e, WA (Y)y dF, .
000 00

L Wirbelfeld” ,Quellenfeld”

Wie sich spiter bei der Untersuchung von A/ (I + Lo) zeigen wird, steuern sowohl das Wirbelfeld wie
auch das Quellenfeld Eigenfunktionen zu dem Nullraum bei. Die durch Wirbelfelder erzeugten Eigen-
funktionen stehen dabei mit magnetischen Feldern in Verbindung, die von Quellenfeldern erzeugten
mit elektrischen Feldern. Der Einfluf3 der ,magnetischen” Eigenfunktionen auf die Asymptotik fiir
k — 0 unterscheidet sich dabei deutlich von dem der ,elektrischen” Eigenfunktionen.

Das MRP ladft sich in analoger Weise mit Hilfe des Operators L} auf eine Randintegralgleichung
zurilickfiihren:
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Satz 2.4. Dus fiir (E) € X%*(9Q) und Im k > 0 durch die Gleichung (2.41) gegebene Feld

(241) MO = [ @elxw)(my x b)) dFy + 5 | dclx yIuly) dy

20 20
lost das MRP, sofern (ﬁ) die Integralgleichung

b b d

2.42 —L =-2(."
e (-G ()
erfiillt.
Beweis. [1], Satz 4.22 in Verbindung mit Formel (4.36"). O

Wie bei dem Potentialansatz fiir das ERP bezeichnen wir das durch (2.41) gegebene Feld mit HE M,
Die Definitionen (2.38) fiir EE(a’M(x) und (2.41) fiir H(Kb‘”)(x) lassen sich auf x € R3 \ 9Q erweitern
)

S
C(D), Eff‘f) € C(Q) usw. Aus den Sprungbedingungen fiir Fldchenpotentiale folgen die nachstehenden
Darstellungen fiir die Grenzwerte an der dufieren bzw. inneren Seite von 9.):

(a,A)
(2.43) (14 L) (;) =2 (“ x Em)> ,
V- EK,+
(a,A)

a nxEg;”
(2.44) (I-Ly) <>\) =-2 (v _ Ef(a‘,j\) ) )

b n x (n x (V x H M)
2.45) -1 ;) ——2( ),

5 (n x (n x (V x HS””H))

n- H(K}?L”)

und von dort jeweils stetig auf Q und D fortsetzen. Wir bezeichnen diese Fortsetzungen mit E(K(,lf\

(2.46) (1+L1) <E

jeweils auf 0Q). In diesem Sinn sind das dufiere elektrische Randwertproblem, das auf Gleichung (2.43)
fihrt, und das innere magnetische Randwertproblem, das auf Gleichung (2.46) fithrt, zueinander adjun-
giert, da sie auf die zueinander adjungierten Integraloperatoren I+L, und I+L| zurtickgefithrt werden
konnen. Entsprechend sind das duflere magnetische und das innere elektrische Randwertproblem (mit
den Randwertgleichungen (2.45) und (2.44)) zueinander adjungiert.
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3 Die Matrix-Methode

3.1 Ein Modellproblem

I+ L, ist invertierbar fiir 0 < |k| < €,Imk > 0 und geniigend kleines € > 0. Dagegen gilt N'(I+ Lo) #
{0}.2 Damit liegt fiir k — 0 ein typisches singuléres Stérungsproblem vor.

MacCamy hat in [4] eine Methode zur Bestimmung der Asymptotik des inversen Operators (I +
L.)~" fiir k — 0 vorgeschlagen, die auf einer genauen Kenntnis der Nullrdume N (I+Lo) und N (I+L})
beruht.® Eine abstrakte Darstellung dieser Methode findet sich in [13]. Kress erhilt in [3] durch eine Ver-
allgemeinerung mit Hilfe der Rieszschen Theorie Aussagen tiber das Prinzip der Grenzabsorption. Die
Methode von MacCamy kann auf das ERP und das MRP angewendet werden, erfordert dann aber eine
grofse Zahl schwieriger und unintuitiver Abschitzungen. Wir betrachten nun ein allgemeines, einfa-
ches Modellproblem, um einen neuen Ansatz zu motivieren, mit dem sich die komplexen Verhiltnisse,
die bei I + L, vorliegen,* iibersichtlich nachvollziehen lassen. Um Verwechslungen mit den bereits ein-
gefiihrten Integraloperatoren zu vermeiden, verwenden wir die Buchstaben T, und T anstelle von L,
und L.

Wir betrachten das folgende Modellproblem: Sei X ein Banachraum mit der Norm ||-|, (-,-) ein
stetiges Innenprodukt® auf X. {TK}K cc und {T,/(}K cc seien stetige Scharen zueinander adjungierter,
kompakter Endomorphismen, d.h.

T, T, : X — X fir keC,
(Tex,y) = (x,TLy) Vx,y € X

(die folgenden Untersuchungen gelten auch bei geeigneten Einschrankungen des Definitionsbereiches
von T, etwa Imk > 0 oder k € [0,00)). Es existiere ein €9 > 0 so, das I — T, invertierbar ist fiir 0 <
k| < €o. Des weiteren sei {c } cc eine stetig von k abhidngende Vektorenschar in X. Mit x,c bezeichnen
wir die nach Voraussetzung eindeutig bestimmte Losung der Gleichung

(3.1) ce = (I—Ty)x«

fiir 0 < |k| < €p. Zu bestimmen ist das asymptotische Verhalten von x, fiir k — 0.
Zur Beschreibung der Asymptotik verwenden wir Landau-Symbole. Die Bezeichnung

x« =yx + O(|f(k)])  bedeutet |[[xc—y«| =O(|f(k)]) fiirk —0
fiir Vektoren x.,y« € X. Die Bezeichnung
A =B, +O(|f(x)])  bedeutet |[Ac—B||=0(|f(x)]) firk—0

fuir beschrankte lineare Operatoren A, B, : X — X.
Die Banachraumeigenschaft von X spielt fiir unseren Ansatz wie fiir den von MacCamy eine wesent-
liche Rolle. Insbesondere benétigen wir das Prinzip der stetigen Inversen und das folgende

Lemma 3.1. Seien X,Y Banachriume und {F} cc eine stetige Schar beschriinkter linearer Operatoren F :
X — Y, die der Abschiitzung
F. =Fo + O(|f(k)|)

mit |f(k)| — 0 fiir k — 0 geniigt. Ist nun Fo : X — Y bijektiv, dann existiert ein € > 0 so, daf§ F invertierbar
ist fiir |k| < e und es gilt
F. ' =Fy ' +O(If(x)]).

111], Satz 4.28 und die Bemerkung auf Seite 125

Zsiehe dazu [1], Kapitel 5. N (I + Lo ) wird in Kapitel 4 der vorliegenden Arbeit explizit bestimmt.

3Nach der Fredholmtheorie ist dies dquivalent zur Kenntnis des Null- und Bildraumes von I + Lo.

“siehe Kapitel 4

5Alle Uberlegungen dieses Kapitels lassen sich analog — und etwas leichter - fiir ein Skalarprodukt <, > durchfiihren.
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Beweis. Fo~ ' existiert nach Voraussetzung und ist nach dem Prinzip der stetigen Inversen beschrénkt.
Es gilt
F = Fo + (Fc —Fo) = Fo[I—Fo™' (Fo — F,)].

Weiterhin existieren nach den Voraussetzungen ein € > 0 und ein C > 0 mit

[Fo~ " (Fo — Fo)|| < CIf(x)] < fiir || < e.

I
2

Wir weisen darauf hin, da Fy ' (Fo — F,.) eine Abbildung von X in X ist. Nach der obigen Abschitzung
konvergiert in £(X, X), dem Banachraum der beschriankten Endomorphismen von X, die Neumannsche
Reihe -
_ j _ -1
=) [Fo "(Fo—Fy)]' = [I-F " (Fo — F,)]

j=0

Folglich ist F fiir |f(k)| < € invertierbar mit
T =NF

SchliefSlich kénnen wir die Neumannsche Reihe abschétzen,

0 . 1
N 4||<ZHF0 (Fo R £ 3 (CIH) = ey
C
ZWH(K)\SZCH(K)I,

und erhalten damit

[F ' —Fo || = [N« —DFo || <IN« —I|| ||[Fo || < 2C|Fo || If(x)] = O(If(K)]).

Aus Lemma 3.1 ergibt sich mit f(k) := ||F« — Fo|| unmittelbar die

Folgerung 3.2. Sind X,Y Banachriume, {F } eine stetige Schar von beschrinkten linearen Operatoren von

XinY,und ist Fo : X — Y bijektiv, dann exzstzert ein € > 0so, daf$ ¥, fiir || < e invertierbar und gleichmiiflig
beschriinkt ist, d.h. ' = O(1).

In der bei unserem Modellproblem vorliegenden Situation ist || (I — T) - | genau dann unbeschrénkt
fiir k — 0, wenn I — T nicht invertierbar ist. Genauer:

Lemma 3.3. ;
I—To bijektiv < (I-T¢) =0(1)firk—0

Beweis. Ist I — Ty bijektiv, so wende man Folgerung 3.2 auf F, := I — T an. In umgekehrter Richtung
folgt zunéchst aus (I— TK)A =0(1),daBesein € € (0,€p) und ein C > 0 so gibt, daf

H(I—TK)AHSC fir 0<|k|<e
gilt. Fiir x € V(I —Ty) ist (I — To)x = 0 und damit wegen der Stetigkeit von T

(I-Te)x—0 fuir k — 0.
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Dann gilt aber
Iell = [[(1=T) (1= T)x]| < | (1= T) || (1= To)x|| =0

<C —0 (k—0)

alsox = 0, bzw. N/ (I — To) ={0}. Nach der ersten Fredholmschen Alternative ist somitI — Ty : X — X
bijektiv. O

Wir setzen nun voraus, daf3
m:=dimN(I—-Tp) =dim N (I—-Tg) > 1

ist. Nach der zweiten Fredholmschen Alternative gilt stets m < oo. Wir setzen weiter voraus, daf3
beziiglich des Innenprodukts orthonormierte Basen

{W1,...,¥m} von N (I—To),
{(p1a"'v(pm} VOI]N(I*TS)

existieren, d.h.
(@1, 95) = (Wi, ;) = by fir i,j=1,...,m.

Bemerkung. Fiir ein Skalarprodukt lassen sich solche orthonormierten Basen stets mit Hilfe des Schmidtschen
Orthogonalisierungsverfahrens finden. Bei einem Innenprodukt existieren jedoch in der Regel Vektoren x € X,
x # 0 mit (x,x) = 0, so dafd das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren nicht anwendbar ist. Ist X speziell
ein Funktionenraum mit einem Innenprodukt der Form (2.27), so gilt fiir reellwertige Vektoren x € X, x # 0 die
Beziehung (x,x) > 0. Existieren also reellwertige Basen von N (I — To) und N (I — T{), so lassen sich analog
zu Lemma 4.3 die geforderten orthonormierten Basen bestimmen.

MacCamy betrachtet den invertierbaren Operator I — S : X — X, der durch
(3.2) (I-8)x:= (I*TO)X+Z<X,¢)'>(Q)'
j=1

gegeben ist (vgl. [13], (6.13)), und fiihrt mit Hilfe der stetigen Inversen (I — S) ' die Ausgangsgleichung
(3.1) auf ein aus m Gleichungen bestehendes lineares Gleichungssystem zurtick. Aus der Invertierbar-
keit von I — T fiir gentigend kleines |k| # 0 schliefit MacCamy auf die eindeutige Losbarkeit dieses
Gleichungssystems. Das asymptotische Verhalten von x, 14fit sich dann durch Abschitzen der explizi-
ten Losung von (3.1) bestimmen, wobei die Losung des endlichdimensionalen LGS eine entscheidende
Rolle spielt. Es zeigt sich bei der praktischen Behandlung von Wellenausbreitungsvorgéngen® mit der
Methode von MacCamy, daf die Asymptotik von x, fiir k — 0 in erster Ndherung auf das Verhalten der
m X m-Matrix

(3.3) (Rijy")i,j:L“m = (<(pi’ (TK - To)lpi»i,j:]...m

zuriickgeht.” Wir wollen nun versuchen, einen Ansatz zu finden, der die gesuchte Asymptotik direkt
aus dieser Matrix bestimmt.

betwa zwischen lokal gestorten Parallelflachen (siehe [13]) oder in lokal gestérten Halbzylindern
7[13], (6.29) und (6.38)
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3.2 Die Matrixgleichung

Im folgenden interpretieren wir I — T : X — X als ,,2 x 2-Matrixoperator,” indem wir den Urbildraum
X in der Form

(3.4) X=NI-To) e NI-To)"
und den Bildraum X in der Form
(3.5) X=NI-T§) o NI-T5)"

orthogonal zerlegen.® Alle dabei auftretenden Teilrdume sind abgeschlossen. In der Tat: N/ (I — To) ist
endlichdimensional und damit automatisch vollstindig. Sei (x;) eine Cauchyfolge in N/ (I — To) + DaX
nach Voraussetzung ein Banachraum ist, existiert ein x € X : [[x —x;|| — 0. Wegen x; € N (I — To)l
gilt fir i = 1,..., m: ({3, %;) = 0. Da das Innenprodukt stetig ist, folgt aus x; — x, da 0 = (Pi,%;) —

(Pi,x). Also gilt x € N (I—To) * und damit die behauptete Vollstandigkeit. Die entsprechenden Aus-
sagen fiir T folgen analog.
Wir definieren Projektionen geméfs der Zerlegung (3.4) im Urbildraum:

m

(3.6) Px:= Z<X‘¢j>¢j ~ x:Px—l—(IfP)x
j=1

und gemdfs der Zerlegung (3.5) im Bildraum:

(3.7) Qx:=) (x,¢;)9; ~ x=Qx+ (I-Q)x.

j=1

P,I—-P,Q und I—Q sind beschriankte Operatoren, da das Innenprodukt <-, > stetig ist. Aufgrund der
Orthonormalitédt der gewédhlten Basen handelt es sich um Projektionen auf die Réume

(3.8) PX=N(I-To), (I-P)X=N(I-To)",
(3.9) QX =N(1-T}), (I-Q)X=N(I-T))".
Wir zerlegen nun die Ausgangsgleichung ¢, = (I — T )x, nach (3.4) und (3.5):

(3.10a) Cg) = (I — Q)CK, ciz) = Qcy,
(3.10b) X = (I—P)xy, x2) = Px,,

K K

wobei der Integraloperator I — T in 4 Blocke zerfallt:

(3.10¢) (I-Te) = (I-Q)(I~Tu)|q_p)x >
(3.10d) (=T = (1= Q) (1= T px
(3.10e) 1-T)"?" =0 (T=T) | p)x »
(3.10f) (I-T)* =Q(I-T) -

8Die angegebenen Summen sind direkt, da die Existenz orthonormierter Basen in den Nullrdumen gefordert wurde. Ansonsten
kénnte der Fall A (1 —To) NN (I —To)t # {0} auftreten (etwa fiir ' (I — Ty) =sp {x} mit {x,x) = 0).
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Es gilt
xK:xg)erf(Z), CK:cE(”JrcLZ],
und (3.1) zerfédllt durch Anwendung der Projektionen Q und I — Q in die Gleichungen

(3.11a) Cg):(I*TK)“”XE(”+(I*TK)“2]
(3.11b) c? = (1 —TK)(Z])XL” + (1 _TK)(ZZ)

Wir fassen diese in Matrixnotation zusammen zu der Matrixgleichung

6.12) (ci”> 19" @) (»«L”)

e -1 -1 &
Die in dieser Gleichung auftretende Operatormatrix bezeichnen wir als Matrixdarstellung von I — T,.
Die Komponenten der Matrixdarstellung sind beschrénkte lineare Operatoren zwischen Banachrdumen:

I—T)" NI-To)" - NI-TH",
I-T)"  NI-To) — N(I-T))",
(I—T)*  N(I=To)" — N(I-T}).

Insbesondere ist
(I—T)* N (I=To) — N(I—T})

endlichdimensional und kann beziiglich der Basen {1; } und {¢;} durch eine m x m-Matrix dargestellt
werden. Die Matrixdarstellung von I — T\ ist vergleichbar mit der Zerlegung einer endlichen Matrix in
Blocke. Wir bezeichnen ihre Komponenten daher auch als Blockoperatoren.

Bemerkung. Die hier eingefiihrte Matrixdarstellung ist nicht mit der Definition (2.36) von L und L, in Ma-
trixform zu verwechseln. Diese Operatoren sind a priori als Operatoren auf dem Produktraum X°*(3Q) =
T2%(9Q) x CO*(3Q) komponentenweise definiert. Alle Komponentenoperatoren sind Abbildungen zwischen
unendlichdimensionalen Funktionenridumen. Die Matrixgleichung entsteht im Gegensatz dazu a posteriori, nach
Bestimmung der relevanten Nullriume. Komponenten mit dem Index 2) beziehen sich auf endlichdimensionale
Riume. Wir werden in Kapitel 4 also mit zwei parallelen Zerlegungen von 1 + Ly arbeiten. Die Zerlegung in
,Komponentenoperatoren” anhand der Definition wird mit tiefergestellten Indizes bezeichnet:

I+Li1«  Lizk
1+L, = : )
( L21 « I+L22,K>

die Zerlegung in die ,Blockoperatoren” der Matrixdarstellung mit eingeklammerten hochgestellten Indizes: (I +
LK)(H), (I+ LK)UZ) Usw.

Die Matrixdarstellung ist so gewé&hlt, dafs I — Ty die Matrixdarstellung
(an
I-T 0
(3.13) (I-To)
0 0
besitzt, wobei

I-To: NI-To)" — N(I—T)"
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bijektiv ist. In der Tat: Zunéchst ist (I —To) V(T = 0 also (I— To)“z) = (I— TO)(zz) = 0. Nach
der zweiten Fredholmschen Alternative ist die Gleichung y = (I — To)x genau dann 16sbar, wenn y €
N(1-T})" gilt. Folglich gilt (I—To)*" =0und (1-To)"" : N (1—To)" — M (1—T})" ist surjektiv.
SchlieBlich ist I — To wegen (3.4) auf V(I —Tp) * injektiv und somit (I—To) " pijektiv.

Wegen (I—To) 22 _¢ gilt

1-T)* = (1-1)"* - 1=To)"*? = (To - T()'*.

Beziiglich der orthonormierten Basen {1; } im Urbildraum und { ¢; } im Bildraum wird daher der Ope-
rator (I—Ty) (22) qurch die Matrix

(@0, (To =T )Wi)) i 51 m

dargestellt, die der Matrix (ﬁij , K)i —1.m beim Ansatz von MacCamy entspricht (vgl. (3.3)). Der in (3.2)
eingefiihrte Operator I—S hat beztiglich der genannten Basen in den Nullrdumen die Matrixdarstellung

I-1o)" o

0 .
1
fiir die Inverse (I—S) ' 148t sich bei Vertauschung von Bild- und Urbildraum die folgende Matrixdar-

stellung angeben:
—1
[(1-To) "] 0

0 ..
1

Die Rolle, die die Inverse (I—S) ' bei MacCamy spielt, wird in unserem Ansatz direkt von dem Block-

-1
operator [(I— To)(1 1 )] iibernommen.

3.3 Motivation eines neuen Ansatzes

Zweck unserer Uberlegungen ist, die Methode von MacCamy durch Verschérfung der Voraussetzungen
zu vereinfachen. Dazu betrachten wir charakteristische Anwendungen der Methode von MacCamy auf
lokal gestorte Wellenleiter ([13]) und Auflenraumprobleme ([3]) und vergleichen sie mit der beim ERP
und MRP vorliegenden Situation.

Zunichst gilt in allen betrachteten Féllen eine Abschédtzung der Art

(3.14) ITe — Toll = O(If(x)]),

wobei f eine von dem jeweiligen Problem abhidngende Funktion ist. Fiir lokal gestorte Streifen im R? ist
f(k) = (Ink)~! (vgl. [13]),” bei lokal gestdrten Halbzylindern gilt (k) = k'/210 Kress setzt in [3] explizit
f(k) = k" (u € N) voraus. Fiir die linke Seite der Ausgangsgleichung (3.1) gilt stets

(3.15) llew = coll = O(If(x)])

°In [13] wird der Grenziibergang k — 7tk fiir k € N betrachtet; die Ubertragung unserer Uberlegungen auf diesen Fall ist
trivial.
Ohier fiir kK — £1/Ap mit f(k F /Ap) = (KF /Ap)'/2, wobei A, die Eigenwerte des Querschnittsoperators sind.
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mit derselben Funktion f.!! Die Matrix (Ryj «) ist bei allen Problemen im folgenden Sinn asymptotisch
reguldr: Es gilt

(3.16) Rij .« = f()Ry + O([f(k)[),

wobei (Ri;), ;_, . eine (konstante) invertierbare m x m-Matrix ist.'> Die Untersuchungen in [1], 160~

163 deuten darauf hin, daf eine dhnliche Bedingung auch fiir das ERP und das MRP gilt (mit f(k) = k?).
Es liegt also nahe, unser Modellproblem um die folgenden Annahmen zu ergidnzen:

(3.17) ce = co + O([f(x)]),
(3.18) T — Tol = O(If(x)]),
(3.19) (1-T)"* = f(R +O(|f(x)[*),

wobei der lineare Operator R : N'(I — To) — N (I — T}) bijektiv ist. Insbesondere folgt aus (3.18) und
(3.13),daB (1—T,)""? = O(|f(x)]) und (1—T,)"*" = O(|f(x))) gilt.
Bei den genannten Problemen tritt im Ergebnis jeweils eine Singularitit der Ordnung f(k)~' zuta-
ge,'? d.h. es gilt asymptotisch
xe = f(k) " "x0 +0(1).

Fir das ERP 1488t die Formel (1.34) eine analoge Abschitzung erwarten. Sofern die Losung unseres Mo-
dellproblems die Abschdtzung

(+) x2 = 0(|f(x)| ")

erfiillt, a8t sich die gesuchte Asymptotik direkt auf die Diagonalblocke der Matrixzerlegung, speziell
auf R, zurtickfiihren. In der Tat: wir setzen zunédchst () in die erste Zeile (3.11a) der Matrixgleichung
ein:

CE(” _ (I—TK)(H)X,((” n (I*TK)“Z) Xf(Z)
N a— ~~—
—o([f(x)]) =O(If(x)|" ")
= i +0(f(k)l) = (1-T) "D 0 (1)
. ey’ +0(1) = (1-T) "

Nach Lemma 3.1 ist (I — TK) (1) fiir hinreichend kleines « invertierbar und es gilt

—1

(-1 = [1-T0)""] +O(If(x])-

Damit folgt
(11)7 7!
M =[(1=T)"] (cg'+0(1)) =0(1).
| ———]
=0(1)

HKress stellt etwas schwichere Forderungen an ci. Wir bleiben jedoch zu Gunsten einer einfacheren Darstellung bei der An-
nahme (3.15).

12siehe dazu [13], (6.47) und (6.38); bei Kress die explizite Voraussetzung [3], (2.23)

1BKress zeigt dabei, dafs x« unter bestimmten Voraussetzungen an c fiir Kk — 0 konvergiert, woraus fiir allgemeines c die
Abschétzung xx = O(\f(K)r] ) folgt.
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Setzen wir dieses Ergebnis in die zweite Zeile (3.11b) der Matrixgleichung ein, so kénnen wir fiir k — 0
wie folgt abschétzen:

21 22
@ =@a-1,)%" <) + (I—TK)( ) x(2)
—— N———— ~—
=0(If(x)) =001 —f()R+O(|f(x)|2) =O(If(x)] ")
— i + O (If(k)]) = O(If(x)]) + f(K)RxZ) + O(|f(x)|)
— i+ O(|f(K)]) = FIKIRx
— X2 =f() 'R +0(1).

Diese Uberlegungen motivieren den folgenden Satz.

3.4 Formulierung der Matrix-Methode

Satz 3.1. Sei X ein Banachraum mit einem stetigen Innenprodukt (-,-). {Ty}
Scharen zueinander adjungierter linearer Operatoren von X in X mit

cec und {TL} . seien stetige

dim N (I—To) = dimN(I-T}) =m > 1.

Es gebe beziiglich des Innenprodukts orthonormierte Basen 1, ..., bm von N (I — To) und @1,...,@m von

N (X —Tg). Weiterhin sei {c. } . eine stetige Vektorenschar in X.'* Es gelte

(3.20) IT< —Tol = O(|f(x)])
(3.21) lex — coll = O([f(K)])

fiir eine geeignete Funktion f : C\ {0} — C \ {0} mit |f(k)| — O fiir k — 0. Wir betrachten die Gleichung
cw = (I—Ty)x in der Matrixzerlegung nach Abschnitt 3.2:

il 1-To)™ @1\ /x
(.22) 2]~ (21) (22) ) \ @)

Ci (I-Ty) (I-Ty) Xx
Es existiere eine stetige Schar {Ry } __. linearer Operatoren Ry : N'(I—To) — N (I —Tp) so, daf R bijektiv
ist und

(22)

(3.23) (I-To)"™" = f(x)Re + O([f(x)]?)

gilt. Unter diesen Voraussetzungen gibt es ein € > 0 so, daf$ die Matrixgleichung (3.22) fiir 0 < || < € eindeutig
losbar ist, und fiir die Losung x gilt asymptotisch

(3.24a) x() =0(1),
(3.24b) x2 = f(k) 7R el +0(1)

bzw. wegen x, = xg) + X(KZJ

(3.25) xe = () TR e +0(1).

4k € C kann dabei durch weitere Bedingungen wie Imk > 0 oder k € [0,00) eingeschrénkt werden; allgemein geniigt
K € M C Cmit 0 € M und 0 kein isolierter Punkt von M.
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Beweis. Wir schreiben abkiirzend Ay := I — T,. Wir bestimmen zundchst mit Hilfe einer Verallgemei-

nerung des Gaufischen Eliminationsverfahrens eine explizite Losung x« = XLH + XLZ] des folgenden
Gleichungssytems:

(1) e =AY 4+ AlT2)x(2)

K

) @ = APXD + A2

K

Nach den Voraussetzungen gilt ALY = A" + O(|f(x)|) und A" = (1—T,)""" ist bijektiv (vgl. die

Argumentation zu (3.13)). Nach Lemma 3.1 existiert folglich ein €7 > 0 so, daf8 Ag Y fir |k| < e1 bijektiv
ist. Fiir den Umkehroperator gilt die Abschitzung

AV = (AN o (If(K).

Entsprechend dem Vorgehen beim Gaufischen Eliminationsverfahren fiir endliche Matrizen wenden wir
auf Gleichung (1) den fiir || < e; definierten Operator

A2 [AL‘”}_

K

1

NI-TY)" — N(I—Tp)
an und erhalten so:

21 1m1-1 . 21 1M1 T A1), (1 21 1M1 T A(12)0(2
" AZDTAIDT e = ARDIANT]T AT+ AR TATD]AlT2)x(2)
-1
— ARDX) L ARD [AUD] AU ()

K K

Wir subtrahieren (x) von Gleichung (2):

beziehungsweise abkiirzend

2) CKZ) :A(KZZ)X(KZ)
mit
_ -1
® 6D i e - ARV AU,
- -1
) AI(<22) — AI(<22) —Af<21)[Af<”)] AQZJ

Offensichtlich sind die Gleichungssysteme (1), (2) und (1), (2) zueinander dquivalent, d.h. x, = x4+

x(Kz) ist genau dann Lésung von (1), (2") wenn es Losung von (1), (2) ist.!> Nach Voraussetzung (3.23) gilt

A2 = f(K)R« + O(|f(x)[?),

und Ro : N (I —To) — N(I—TY) ist bijektiv. Als linearer Operator zwischen endlichdimensionalen
Réumen ist Ry mitsamt seiner Inversen automatisch beschrankt. Folgerung 3.2 besagt nun, daf es ein

€2 € (0,€7) gibt, so dafs R ! fir |k| < e existiert. Dartiberhinaus ist HR,{1 H beschrankt fiir k — 0.
Nach den Voraussetzungen gilt wegen Aém ' =0und Ag12) = 0 die Abschitzung

K

—— =
=0([f(«x))) =0(1) =0(f(x)])

= f(k)Ry + O(|f(x)]?).

AE(ZZ) — f(K)RK + O(|f(K)‘2) . AE(Z]) [Ag1)]7] A(]Z)
——

B Losung von (1), (2) = x« Losung von (¥) = x erfiillt (2) und umgekehrt
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Fiir 0 < [k| < €3 folgt hieraus
f() 7R TAZE = T4 O([f(x)])-

I steht in der letzten Gleichung fiir die Identitit in V(I — To). Nach Lemma 3.1 existiert ein €3 € (0, €2)

so, daB f(k)™! R, A(Kzz) fir 0 < |K| < €3 invertierbar ist, und es gilt asymptotisch

[f(k) "R TAR] T =14+ O(If(x)]).

Mit
A2 = (f(k)R) (f(k) 'R TARY)

und ||RK_1 | = O(1) folgt hieraus, daf [A.((u)] o fiir 0 < |k| < €3 existiert und der Abschitzung

5) A2 = () "R +0(1)
gentigt. Daher besitzt (2) fiir 0 < |k| < €3 die eindeutige Losung

~ —1
X2 = [A2D] 2,

K

Wir konnen diese Losung asymptotisch abschdtzen. Zunéchst gilt nach (3)

~(2 2 21 11)7~!
G- B A AT
~—~— e—— e ——

=c{Pro(f(x)) =OUfa  =o0() =

=) +O([f(x)]).

Hieraus folgt mit (5)
2 x(22)771 ~(2
W= AR o
~—— ~—
=f(K)" R "+0(1)  =c{P+O(|f(x)])

— (k) "R el +0(1).

Gleichung (1) a8t sich fiir |k| < €7 eindeutig nach x!) auflosen:

1 11)77! 1 12 2
A= (A (e - A
—— N N—— ~—
(6) —o(1)  =0(1) =0(f(x)) =o(f(x)| ")

~o()

Damit sind die Behauptungen des Satzes fiir € := €3 bewiesen.

)

O

Bemerkung. Satz 3.1 wurde etwas allgemeiner formuliert als die Voriiberlegungen in Abschnitt 3.3: der inver-
tierbare Operator R darf nun als Schar {R} cc von « abhiingen. Diese Verallgemeinerung ist motiviert durch

das ERP, wobei f(x) = k? ist. Wie wir in Kapitel 4 sehen werden, tritt dabei tatsichlich ein weiteres nichttriviales

Glied auf, und es gilt fiir k — 0 eine Abschitzung der Art

(I+ LK)(ZZ)

Dabei ist Ro : N'(14 Lo) — N (I+ L) bijektiv, Ry jedoch nicht.
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3.5 Eine Anwendung

In der in [3] beschriebenen Situation gibt Kress Voraussetzungen an, unter denen Konvergenz fiir k — 0
vorliegt. Sind diese Voraussetzungen nicht gegeben, so kann unter leicht verschirften Bedingungen mit
Hilfe der Matrix-Methode die auftretende Resonanz explizit angegeben werden. Wir formulieren dies
in Anlehnung an die Bezeichnungen in [3] als

Korollar 3.2. Sei X ein Banachraum mit einem stetigen Innenprodukt (-,-). Seien {Kc} . und {Li} .
zueinander adjungierte Familien kompakter Endomorphismen von X. Es sei weiterhin N'(I — Ko) # {0}, und es

gebe orthonormale Basen { @ } von N'(I1—Ko) und {\; } von N'(I—Lo). Sei {f} < eine Familie von Vektoren
in X. Es gelte fiir ein p € N

[fc —foll = O(|x|")  (vgl. [3],(2.21)),
K« — Kol =O(|x|")  (vgl. [3],(2.21)),

(K¢ —Ko) @i, ;) = Rik* + O(|x[**)  (vgl. [3],(2.23))
mit einer invertierbaren Matrix (Ry;). Dann existiert ein € > 0 so, dafl die Gleichung
fe = (I — KK)XK

eindeutig losbar ist fiir 0 < || < € und es gilt asymptotisch

Xk = K*”Z(piRﬁ<fo,1l),-> +0(1).

i,
Dabei bezeichnet (RV) = (Ry;) ! die zu (Ryj) inverse Matrix, d.h. es gilt
D RIRj = RyR* =54
j j

Ist speziell (fo, ;) =0, d.h. (f, ;) = O(|[") fiir alle j, so bleibt x beschrinkt: x,. = O(1).
Beweis. folgt sofort aus dem Matrixsatz 3.1. O

Bemerkung. Im Fall (fo,\b;) = O fiir alle j folgt mit x> = O (1) aus Gleichung (6) im Beweis von Satz 3.1

= (A el 4 o (kM)

und somit die Konvergenz von xL” fiir « — 0. Um auch die Konvergenz von x&z) sicher zu stellen, miissen
zusdtzliche Bedingungen erfiillt sein, die den Voraussetzungen [3], (2.22) und (2.24) in der Arbeit von Kress

entsprechen.
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4 Das elektrische Randwertproblem

4.1 Die Nullriume vonI+Lound I+ L]

Zur Anwendung der Matrix-Methode miissen zunéchst die Nullrdume A/ (I 4+ Lo) und NV (I + L{) be-
stimmt werden. Wir bezeichnen die Elemente dieser Nullrdume kurz als Eigenfunktionen und unter-
driicken, daff der zugehorige Eigenwert 0 ist. Nach (2.36) und (2.37) ist

 [1+Moy Lo , (T+M}, 0
(4.1) I+Lo—< 0 I+KO>, I+LO_<L£LO 1K)

Ist (;) eine Eigenfunktion von I + Ly, so muf3 (I + Ko)?\ = 0 gelten, also A € N(I + Ko). Fir A = 0 mufs
dariiberhinaus a € N (I + Mp) gelten. Man erhilt also die Eigenfunktionen von I + L, aus Eigenfunk-
tionen von I + Ko und I + My. Wir wenden uns daher zunéchst den Nullrdumen dieser Operatoren zu.
Es bietet sich an, einige Begriffe aus der Potentialtheorie einzufiihren: Ein harmonisches Vektorfeld E
in D bzw. Q) ist ein stetig differenzierbares Vektorfeld, das stetig auf den Rand 9Q) fortsetzbar ist und
die Gleichungen

VxE=0, V-E=0

erfiillt. Bei einem in Q) definierten Feld wird dartiberhinaus

E(x) = O(W> fir x| — o0

vorausgesetzt. Erfiillt E zusétzlich die Randbedingung
nxE=0 auf 0Q),
so spricht man von einem Dirichletfeld, bei der Randbedingung
n-E=0 auf 0Q

von einem Neumannfeld. Dirichletfelder entsprechen physikalisch elektrostatischen Feldern, Neumann-
felder magnetostatischen Feldern.

Lemma 4.1.
N(I+Ko) = {vjoq | ve C'(D)NC(D), Vv =0},
N(I+Kp) ={(n-Y)|q | Yist ein Dirichletfeld in Q},
dim N (I+Ko) =dimN (I+K{) =n  (Anzahl der Komponenten D von D).
Es existieren reelle Basen A1, ..., Aq von N'(I4+ Ko) und w1, ..., von N'(I+K{). N (I+ Ko) besteht aus

Feldern v, die auf jeder Komponente 9D; von 0Q) konstant sind.

Beweis. [1], Satz 5.1 fiir die Dimensionen. [1], Satz 5.2 fiir N/ (I + Ko). [1], Diskussion im Anschluf$ an
Satz 5.7 fiir V(I + K{). Die Existenz einer reellen Basis von V(I + Ko) folgt aus der Implikation

veN(I+Ko) = Rev,Imv e N(I+Ko)

und entsprechend fiir V(I + K{). O
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Lemma 4.2.

N(I+My) = {(n x E)|q | E ist ein Neumannfeld in D},
N(I+My) ={ZJsq | Z ist ein Neumannfeld in Q},
dim N (I+Mp) =dimN (I+Mg) =p  (topologisches Geschlecht von D).
Es existieren reelle Basen ay, ..., ap von N'(I+ M) und by, ..., by, von N'(I+MY).

Beweis. [1], Satz 5.4 fiir die Dimensionen. [1], Satz 5.5 fiir N’ (I + Mo). [1], Diskussion auf Seite 163 fiir
N (I+ MY). Die Existenz reeller Basen folgt wie bei Lemma 4.1. O

Wir kénnen aus diesen Basen nun eine Basis von A/ (I4Lo) und eine Basis von A/ (I4 L) gewinnen.
Fiir zusétzliche Eigenschaften, die wir von letzteren Basen fordern wollen, bendtigen wir das folgende

Lemma 4.3. Zu einem System linear unabhingiger reeller @1,...,om € X**(0Q) (vgl. (2.33)) gibt es ein
weiteres System linear unabhiingiger reeller @', ... @™ mit

sp{(p1,...,cpm} =sp{@1,...,0om},
(o' @5) =08y  fiir i,j=1,...,m.
Wir bezeichnen @', ..., @™ als das duale System zu @1, ..., m.
Beweis. Der reelle Unterraum
M:={a101+  + XnPm | x1,...,am € R}

von X°*(3Q) enthilt nur Vektoren mit reellwertigen Komponenten. Daher gilt fiir jedes ¢ = () € M
mit @ #0
(@, 0) = J (\a|2 +)\2> dF > 0.
00
Damit ist die reelle, symmetrische m x m-Matrix

(96) 151 m = ((@0,05)) 151

positiv definit und folglich invertierbar; (gi;) kann als metrischer Tensor aufgefat werden. Wir be-
zeichnen die Inverse mit - O
(97) := (901)

und setzen
. m .
eli=> g% e
k=1
fir i = 1,..., m. Aufgrund der Invertierbarkeit von (g!) sind die ¢' linear unabhéngig und spannen
denselben Unterraum auf wie @i, ..., @m. Sie erfiillen die Dualitdtsrelation wegen

m m m
<<Pi» (P]'> = <Z gik(Pk, <Pj> = Z 91k<<0k, <Pj> = Z gikgkj = dyj.
k=1 k=1 k=1
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Lemma 4.4. Zu reellen Basen \1,...,An von N(I + Ko) und aq,...,a, von N(I + Mo) existieren reelle
Tangentialfelder a, ..., al, € T*(3Q) so, dafl

42 = (f) =nw
al .
(4.3) P; = (7\]> G=1,...,n)
j
eine Basis von N'(1+ Lo) bilden. Die Funktionen af, ..., a), kinnen so gewihlt werden, dafs
(4.4) (i, ;) =0 fir i=1...p,j=1...n.

Beweis. Offensichtlich gilt h; € A (I + Lo). Damit auch ¥; € A (I + Lo) gilt, muB nach (2.36) und (2.37)
a; die Gleichung

(%) (I4+Mo)aj = —Li2,0Aj =n x So[Ajn]

erfiillen. Diese Gleichung ist nach der zweiten Fredholmschen Alternative genau dann lgsbar, wenn
Li2ohj € NI+ Mp)™

bzw. wenn in 7°%(3Q) fiir eine beliebig gewéhlte Basis by, ..., b, von N (I + M)

(4.5) (bi,L12,0A5) =0 (i=1,...,p)

gilt. Zum Nachweis fithren wir zunéchst nach [1], (5.28) die Vektorfelder

Ail(x) = J ¢0(X,U)(ny X bi(U)) dFy,
20

ein. Nach [1], (5.34) gilt
V-Ai=0 in R’

Nach Lemma 4.1 ist A; auf jeder Komponente 0Dy von 0Q konstant; wir bezeichnen diesen konstanten
Wert mit A; 5p, - Nach Definition (2.30) gilt

(bi,Li2,0Aj) = (by,—m x So[An])

=2 [ bl (e x [ dolxunytuin, dr,) dr
90 90

=23 Noo. [ | B0 (nex (G0l uiny) aF, aF,
k=1 90 9D

- ZZ )\jVaDk J J’ (d)()(y,x)ny) : (nx X b1(X)) dFX dFy
k=1 oDy 20

n
=2 M\aop, J ny - Ai(y) dF,
k=1 oD,

Ga:uEZZ7\j,aDk J V- Aily) dy
————

k=1 Dy =0

=0.
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Die Vertauschung der Integrationsreihenfolge ist zuldssig, da der Integrand absolut integrabel ist. In
demselben Schritt wurde auch ¢o(x,y) = ¢do(y,x) verwendet. Damit ist (4.5) gezeigt. Es existiert al-
so eine Losung aj von (), die jedoch fiir p > 0 nicht eindeutig bestimmt ist. Wir wollen nun a; so
wihlen, daf8 die Orthogonalitdtsbedingung (4.4) erfiillt wird. Dazu bestimmen wir nach Lemma 4.3 die

zuay,...,ap duale Basis a', ..., a? von V(I + Mp) und setzen fiir eine beliebige Losung a’ von (x)
P
a:==a'— Z<a’, ax)ak.
k=1
Dann gilt

P = <;\13/) GN(I-I—LO),

und furi=1,...,p

Fiir jedes (§) € N'(I+Lo) gilt nach (4.1) A € N (I +Ko) und

(%) (I+Mop)a+Liz0A=0.

Wegen A € N/ (I + Ko) existieren eindeutig bestimmte Koeffizienten 1, ..., ®, € C mit
A=A+ -+ XA

Wegen (%) und (xx) erfiillt
a=a—xa)— - —ana,

die Gleichung (I+ Mjy)a’ = 0. Daher gibt es eindeutig bestimmte Koeffizienten B1,...,, € C mit
a’=prar+--- + Bpap,
undes gilta =3 ; Biai + )_j°; aja;. Hieraus und aus A = 31 ; oA folgt wegen (4.2) und (4.3)

) n
<;> = Z Bibi + Z o );
iz =1

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten. Also ist {1, ..., by, P1, ...,y eine Basis von A (I+Lo). O

Lemma 4.5. Zu reellen Basen i, ..., un von N'(I+K§) und by, ..., by von N'(I+ M}) existieren reelle
Korrekturfelder yy, ..., u, € C%*(3Q) so, dafs

(46) o= (‘;) (i=1,....p),
(4.7) @Q; = (S;) G=1,...,n)
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eine Basis von N'(1+ L}) bilden. Die Funktionen 1, ..., w,, kinnen so gewihlt werden, dafs

(4.8) (1, 05)=0  fiir i=1...p,j=1...n.
Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 4.4. Die Korrekturfelder ] miissen dabei jeweils die Gleichung

(I4+Kg)ui = =Ly obs

erfiillen. Diese ist wiederum nach der Fredholmtheorie 16sbar, da fiir jeden Basisvektor Aq,..., A, von
N(I+Ko)
0 b 0 b (4.5)
(A, Ly obi) = <(Aj) Lo <01>> = (Lo (7\]) * <01>> = (L12,0M,bi) =0
gilt. Die Orthogonalitdtsbedingung kann wie bei Lemma 4.4 mit Hilfe der zu 4, ..., u, dualen Basis
p' oo, u von V(14 KY) erfiillt werden. O

Die Operatoren My und M, werden oft mit magnetischen Feldern in Verbindung gebracht, die Ope-
ratoren Ko und K| dagegen mit elektrischen Feldern. Aus diesem Grund bezeichnen wir

Vi bns @150, @0

als elektrische Eigenfunktionen (da sie aus den Eigenfunktionen der ,elektrischen” Integraloperatoren
hervorgehen) und

61»"')11)]9; (51)"')613

als magnetische Eigenfunktionen.! Dies soll nicht davon ablenken, daf alle diese Eigenfunktionen zur
Integralgleichung des elektrischen Randwertproblems gehoren.

4.2 Physikalische Interpretation

Wir haben in Kapitel 3 zugunsten einer einfacheren und intuitiveren Darstellung orthonormale Basen
in den Nullrdumen vorausgesetzt. Bei Anwendungen der Methode von MacCamy wird dagegen oft
eine orthonormale Basis im Nullraum des adjungierten Operators gewdhlt und daraus eine Basis des
anderen Nullraumes abgeleitet (vgl. [13], 808 und [1], Sdtze 5.7 und 5.8). Es stellt sich heraus, daf3 es
beim ERP giinstiger ist, die Basen der Nullrdume anhand einer physikalischen Interpretation der von
den Eigenfunktionen erzeugten Potentialfelder zu wéhlen. Diese Wahl wird entscheidende Vorteile bei
der Berechnung der fiir Resonanzen verantwortlichen Blockoperatoren in der Matrixgleichung des ERP
bieten.

Wir wollen zunéchst die von 1T)1 yeon ,1l~)p und 1, ..., Py erzeugten Potentialfelder fiir k = 0 inter-
pretieren. Dazu miissen wir die folgenden Felder untersuchen (vgl. (2.38)):

(49) BP0 =B = Vx| dolx)astulafy,
00

(aj,Aj

(4.10) BV (x) == ESN) = v, x J do(x,y)aj(y) dFy — J do(x, YA (y)ny dFy.
00 20

1Zur besseren Unterscheidung werden wir bisweilen @1,...,@n als adjungierte elektrische Eigenfunktionen und
(7?1 (;1 .., @p als adjungierte magnetische Eigenfunktionen bezeichnen, da sie Eigenfunktionen des adjungierten Operators I 4L}
sind.
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Nach Satz 2.3 liegen diese Felder im Nullraum N (A) des in (1.19) eingefiihrten Operators A, und nach
(1.25) bilden sie Dirichletfelder in ) im zu Beginn von 4.1 angegebenen Sinn. Wir stellen im folgen-
den bekannte Eigenschaften solcher Felder zusammen. Beweise? finden sich in [5], jedoch wurden die
Bezeichnungen an die hier verwendeten Konventionen angepaft.®

Sei E € N(A) ein reelles Dirichletfeld. Wir wihlen Kurven Cy in Q, die einen beliebigen Punkt auf
0Dy mit dem Punkt co verbinden. Die Ergiebigkeiten von E sind die reellen Zahlen

(4.11) EX(E) = J n-EdF (k=1,...,n);
oDy

physikalisch 148t sich E als ein elektrostatisches Feld und £¥(E) (ggf. bis auf eine Normierungskonstan-
te) als die auf den Leiter Dy aufgebrachte Gesamtladung interpretieren. Die Spannungen von E sind
die Zahlen
(4.12) Ex(E) = J t-Eds (k=1,...,n).

Cx

Wegen V x E = 0in Q und n x E = 0 auf 0Q ist E ein Gradientenfeld in Q, d.h. es existiert ein
elektrostatisches Potential u mit u(x) — 0 fir [x| = oo und

E=-Vu

Das Potential u ist auf jeder Komponente 0Dy von 9Q) konstant und entspricht der zugehorigen Span-
nung von E:

(413) u|aDk = ak(E)
Es gibt eine reelle Basis Y1, ..., Y, von NV (A) mit der Eigenschaft
(4.14) EX(Y;) = by

Wir bezeichnen sie als kovariante Basis von A (A). Die symmetrische reelle Matrix (Cii) mit

Cij = JYI . Yj dx
Q

ist positiv definit. Wir bezeichnen ihre Inverse mit (C%) := (Cy) . Wir nennen (C) den Kapa-
zititstensor* von Q. Die Dirichletfelder

(4.15) Yi=3 CYy i=1,...,n)
j=1

bilden wieder eine reelle Basis von N (A), die wir als kontravariante Basis bezeichnen. Sie hat die Ei-
genschaft

(4.16) Ex (YY) = 8ys.

2Martensen zeigt in [5] unter der Voraussetzung analytischer Rander die analytische Fortsetzbarkeit der Dirichletfelder auf den
Rand. Die hier verwendeten Tatsachen bleiben jedoch auch im allgemeinen Fall giiltig. Da wir Dirichletfelder in O betrachten,
ist in den Ausfiihrungen von Martensen der duflere Rand &° als der Punkt oo zu interpretieren (siehe [5], 217). Es sei darauf
hingewiesen, dafs Martensen ausnahmslos reelle Vektorfelder betrachtet.

SInsbesondere werden die im folgenden eingefiihrten Dirichletfelder (bzw. elektrostatischen Felder) Y , Y5 in [5] mit y) ,Y;
bezeichnet; die Ergiebigkeiten £ und Spannungen &, mit Y, Y.

4[5], 214

33



Jedes Feld E € N'(A) besitzt die eindeutigen Zerlegungen

n

(4.17) E=) £EVe=) &(E)Y*
k=1

Insbesondere ist E durch seine Ergiebigkeiten bzw. seine Spannungen eindeutig festgelegt. Eine einfache
Rechnung liefert die wichtige Dualitdtseigenschaft

(4.18) (YLY;) = J Y'Y dx = 6.
Q

Die Bezeichnung von (CY) als Kapazititstensor erklirt sich durch die Beziehungen

(4.19) EX(E)=) CM&(E),  E&(E)=) CuE'(E)
1=1 =1
Wir fiihren schliellich die zu der kovarianten und kontravarianten Basis gehdrenden elektrostatischen
Potentiale u', u; ein, die
(4.20) Yi=-vul, Y;=-Vuy

sowie ut — 0, u; — O fiir |x| — oo erfiillen. Die Komponenten des Kapazitétstensors und des reziproken
Kapazitétstensors lassen sich folgendermafien anschaulich deuten:

(4.21) Yjlap, = &k(Yj) = Cjx,
(4.22) ER(YYH =k,

Nach (4.16) und (4.13) folgt

(4.23) u'op, = dik.

Wir haben nun das nétige Riistzeug, um die Potentialfelder Eg” und Eg" zu diskutieren. Dazu gentigt
es nach (4.17), die Ergiebigkeiten dieser Felder zu berechnen. Wir beginnen mit

BV (x) = V. x J dolx,y)a!(y) dFy — j olx, A ()ny dF, .
200 200

=:E1(x) =:E2(x)

Wegen Aj|,,, = const. =:A;j sp, konnen wir E; umformen zu

n
- Z Aj, oD, J $o(x,y)ny dFy
k=

oDy

Z?\J dDy J Vydolx,y) dy

k=1

Dy
:VXZ J Aj oDy dol(x,y) dy
k=15,
=Vu(x)
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mit

n
ZJ¢0XU Ajopy dy.

k=1 Dy

Nach Lemma 2.3 ist das Volumenpotential u(x) stetig differenzierbar in R und erfiillt die Gleichung
Au:—?\jyaDk in Dk.

Damit kénnen wir die Ergiebigkeiten von E; berechnen:

EX(Ey) = J n-EydF = J n - (Vu)dF
oDy oDy

Gaul J Audx

Dy

= — J )\i,aDk dx
Dy

=—\j, oD, |Dx/,

wobei |Dy| = ka dx den Inhalt von Dy bezeichnet. Nun sind noch die Ergiebigkeiten von E; zu be-
stimmen. Dabei miissen wir die Sprungbedingung fiir Vektorpotentiale beachten: Nach Lemma 2.2 gilt
fur x € 9Q

Ery(x) =B, (0 —m x a/(x).

Damit erhalten wir

BN = | neErdr
oDy

= J <n.E1,—n'(nxa]~’)> df
—_——

oDy -0
s J V- Epdx
Dy
| v ( < [ dotxuajiv) dFy) dx
Dy Yol
=0
=0.
Wir wihlen nun die Basis A1,...,A,, von N(I + Ko) mit
(4.24) A=—[Di| '8 auf 0Dy
(vgl. Lemma 4.1) sowie eine beliebige reelle Basis ai,...,a, von N (I + Mo) und bestimmen daraus
nach Lemma 4.4 die elektrischen und magnetischen Eigenfunktionen 1, ..., bzw. 1, ...,,. Dann

gilt
EX(EDT) = EX(E1) + EX(E2) = 8y + 0 = by
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und somit nach (4.17)
(4.25) EYi=Y;  fir j=1,...,n

Fir -
B0 = Vx| dolxulaily) ar,
Yo)
erhalten wir wie bei E; B
EX(EPH) = 0.
Wiederum nach (4.17) gilt also

(4.26) EP =0 fiar i=1,...p.

Zusammenfassend stellen wir fest, dal nach unserer speziellen Basiswahl die elektrischen Eigenfunk-
tionen 1, .., gerade die kovariante Basis von N (A) erzeugen. Die von den magnetischen Eigen-
funktionen $1 yeon ,ﬁp erzeugten Potentialfelder verschwinden in Q identisch.

Wir wollen nun die Projektionen der vorgegebenen Randwerte (i‘(’)) auf die adjungierten elektrischen
Eigenfunktionen ¢ = (ﬁ )y Pn = (uon) von I + Lj physikalisch interpretieren. Dazu definieren wir
zu einer reellen Basis w1, ..., w, von A/ (I + K(’,)

(4.27) u®i(x) = J bol(x,y)p(y) dFy fur j=1,...,n
Yol

Nach Lemma 2.1 (bzw. (2.41) und (2.46)) folgt aus (I+ L{)¢; = (I+ K[ )p; = 0, daB % = 0 auf 0Q
gilt. Wegen Au®i = 0in D ist

®;j

d
(4.28) J|Vu@i\2 dx G2k Ju“”' ;‘T: dF =0
D 00

und daher Vu®i = 0in D. u®’ ist insbesondere konstant auf jeder Komponente dD;. von 9Q). Hieraus
folgt
nx (-=Vu{’)=0 auf 20

und wegen A(—Vu®) = —V(Au®) = 0in Q und —Vu® = O(|x| %) fiir [x| — oo liegen die Felder

—Vu® in N(A). Nach Lemma 2.1 gilt

_ouy
on

(4.29) n-(—=Vu®) = = auf 29Q

und die Felder
—Vu®, ..., =Vu®r"

sind linear unabhéngig. Wegen dim AV(A) = n bilden sie eine Basis von N/(A). Wir wihlen in N (I+K{)
nach (4.29) die Basis

(4.30) W ::n-Yl(aQ, oy Hn =1 Y0
sowie eine beliebige Basis by, ..., b, von N (I+ M{) und bestimmen nach Lemma 4.5 die adjungierten
elektrischen und magnetischen Eigenfunktionen @1,..., @n bzw. @1,..., ¢,. Nach (4.29) gilt dann

—Vu® =Y fuir j=1,...,n

36



und wegen u® — 0 fiir |x| — oo und (4.20) auch
(4.31) u® = fur j=1,...,n.

Nach diesen Vorbereitungen erhalten wir

() o =((52) (0 ) = troom)

(2.19),(2.16) J 15 (%) (—Vx . J bolx,y)F(y) dy) dFy

00 Q

_ J () J(vxd»o(x,y)) Fly) dy dF,

00 Q
:—JF(y)- J (=, bolx, ) (x) dFx dy
Q 00
- JF(g)- (vy J oy, X (x) dFX) dy
Q 00

—~

4.27)

F(y) - (Vyu®i(y)) dy

F-Yidy

De—— De——mon

=—(FY).

Die Vertauschung der Integrationsreihenfolge ist erlaubt, da der Integrand iiber dem vollen Integra-
tionsbereich absolut integrabel ist. Das Integral iiber Q erstreckt sich nur auf ein endliches Gebiet, da
supp(F) beschrénkt ist. Im letzten Schritt beachte man, daf Y’ reell ist. Die Projektionen der Randwerte
auf die adjungierten elektrischen Eigenfunktionen entsprechen also den Projektionen von F auf die kon-
travariante Basis von A/(A). Mit der Dualitdtsbeziehung (4.18) 1d8t sich die Projektion P von L,(Q)
auf V'(A) folgendermafBien darstellen:

n

(4.32) “PoF=—Y (RY vi— S (% L05)Ys.
WP V=3 (53] e

j=1

Der Vollstandigkeit halber geben wir die Projektionen der Randwerte auf die adjungierten magneti-
schen Eigenfunktionen an:

Co ~ N\ Co bi
<<Vo) ) = <<Vo) ! (u{>>
- J bilx) - (—nx x J¢o(x,y)F(y)dy) dF, + J ! (x) (—vx-j¢o(x,y)F(y)dy) daF,
Q

00 Q 00

_ J Jbi(x) - (n % (o, u)F(y)) dy dFy — J J W/ (0) (Vo)) - Fly) dy dFy

00 O 00 QO
- J J Flu) - bolx,u) (nx x by(x)) dFy dy + J J Fly) - (Vydolx y)il(x)) dFy dy
Q0 000
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- JF(y)- J Poly,x) (e x bi(x)) dFy + ¥ J oy, x)l(x) dFy | dy
QO o0 00

241) byl
= JF-H(‘) ) qy
Q

= (FH(PoH)y,
Wegen (}) € N (L + Lg) erfiillt HLP 0 im Innenraum nach (2.46) die homogenen Randbedingungen

nx (Vx Hg"j’“”) =0,
n - Hy oM =0,

nicht jedoch im Aufienraum Q. Dort lassen sich diese Felder und damit die berechneten Projektionen
nicht unmittelbar interpretieren.

Wir haben in diesem Abschnitt eine spezielle Wahl der elektrischen Eigenfunktionen getroffen, die
wir fiir den Rest des Kapitels beibehalten. An die magnetischen Eigenfunktionen stellen wir keine wei-
teren Anforderungen; es sollen lediglich die Orthogonalitdtsrelationen (4.4) und (4.8) erfiillt sein.

4.3 Abschitzungen fiir k — 0

Wir verwenden wie in Kapitel 3 die Landau-Notation zur Darstellung von Abschitzungen fiir k — 0.
Wir schreiben kurz ||-|| fiir die Holdernorm ||-||, auf X%*(3Q) sowie fiir die induzierten Normen auf
Teilrdumen von X% %(3Q); « € (0, 1) sei fiir die folgenden Untersuchungen beliebig, aber fest gewahlt.
Bei beschrankten linearen Operatoren zwischen Banachrdumen steht ||-|| fiir die Operatornorm. Die
Bezeichnung

x« =yx +O(|k]')  bedeutet |[[x« —y«| = O(|«)
fiir Vektoren x,,y« € X%*(0Q) und j € Z. Aufgrund der Stetigkeit des Innenproduktes folgt hieraus
(z,x¢) = (z,y) + O(x") vz € X0%(3Q).

Die Bezeichnung
A =B, +0(|x]’)  bedeutet |[[Ac—B.| =0(|k")

fiir beschrénkte lineare Operatoren A,, B, zwischen Unterrdumen von X°*(3Q). Insbesondere folgt
aus

die Abschétzung
Ax, = O(|K‘l+)).

Fiir Vektorfelder E,, F, in Q (bzw. in D) bedeutet die Bezeichnung
Ee =F +O(x]),
daf’ die Abschitzung _
|Ec(x) = Fe(x)] = O(|K|])
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gleichmifig in beschrénkten Teilmengen von Q (bzw. in ganz D) gilt. Skalare Felder sind entsprechend
zu interpretieren. Die Verwendung von Landau-Symbolen impliziert im folgenden stets den Grenziiber-
gang k — 0. Es sei daran erinnert, daf$ (-, ) das Skalarprodukt in L, (Q) bezeichnet. Wir nehmen jedoch
keine Abschétzungen beztiglich dieses Skalarproduktes oder der L,-Norm vor.

Ausgangspunkt fiir alle benotigten Abschédtzungen ist die Reihenentwicklung der Grundlosung;:

1 elxlx—yl
(bK(X)y)_ﬂW

T 1 &1 X

_47E‘X—Q|Zi"x_y‘ (IK)k
(4.33) L=

1 (iKk k—1

:EZ Kl Ix =yl
k=0

1 1 . K2 iK3 2 4
= (|x—y| +ik— = x —y|— < Ix —y| ) +O(|x|"),
die gleichmagBig fiir [x — y| < C gilt. Insbesondere ist die Differenz

d)K(X»y) - Cbo(x)y)

mitsamt der ersten Ableitungen nach x oder y beschrankt fiir x — y und die Ableitungen kénnen durch
gliedweises Differenzieren gewonnen werden. Von entscheidender Bedeutung ist die Abschétzung

0 0 k2 xi—y; ik3 4
Tx¢K(X’y) = R‘bo(xyy) — S;H - m(xi —Yi) +O(|K| )

1 1

(4.34)

gleichmiaBig fiir [x —y| < C und i = 1,2, 3. Eine dhnliche Entwicklung gilt fiir die zweiten Ableitun-
gen. Dabei tritt im k2-Term eine Singularitit der Ordnung |x —y| ™' auf, die jedoch iiber dQ absolut
integrabel ist. Aus diesem Grund iibertragen sich die Reihenentwicklungen auf die betrachteten Inte-
graloperatoren (hier im Sinn der Operatornormen). Speziell gilt

(4.35) L =Lo + kL) + KZL(z) + K3L(3] + O<|K|4>
bzw.
(4.36) (I + LK) = (I + Lo) + kL) + KZL(Z) + K3L(3) + O(|K|4)

und eine entsprechende Entwicklung fiir L}.. Die Glieder L(;),L(2),L3) entstehen dabei, indem man
die entsprechenden Glieder der Reihenentwicklung (4.33) anstelle von ¢« (x,y) in die Definitionen der
Integraloperatoren einsetzt.

Die entsprechenden Reihen fiir Potentialfelder konvergieren gleichméfig in beschrankten Teilmen-
gen von O (bzw. in ganz D). Beispielsweise besitzt das von (§) € X% %(0Q) erzeugte elektrische Poten-

tialfeld ELN die Reihenentwicklung

A) _ pla) (a,A) 2 (aA) 3p(aA) 4
(4.37) BN = BN 4 kE Y+ <PEGY + S +O(Ik[Y)

gleichmégig in beschrinkten Teilmengen von Q bzw. D. Die Terme der Ordnung O(x) und héher sind
mitsamt ihren ersten Ableitungen gleichmafig holderstetig in beschriankten Teilmengen von R3 und es
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darf jeweils unter dem Integralzeichen differenziert werden. Damit folgt aus (2.43) die Entwicklung

(4.38)
a n x @M

(1+LK)(>:2< g;)
A v-ESY

(an) (a) o
nxE nxE n xE
_, (n x E(1 L ) Lk ( ((;,)XT> 422 ( &ffﬁ) + 2«3 ( {j}x?) +0(|x[")
vV -Eg VeERas VoEajh VoEaie

in X%%(3Q) und hieraus

E )
(4.39) (1+1),, <;> ~Lg (;) =2 (T;XE b ﬁ) fir i=1,2,3.

Wir werden diese Formel spéater zur Berechnung von L(;) heranziehen. Einsetzen von (4.33) und (4.34)
in die Definition (2.38) ergibt speziell

(4.40) BN (x) = —i[ J Aly)n, dF, = const.

20
Um spiter von asymptotischen Abschitzungen der Oberflichenbelegung x, = (;K) € X%%(3Q) auf
die Asymptotik der Losung des ERP (in Form des von x. erzeugten Potentialfeldes) riickschlieBen zu

konnen, benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.6. Es existiert eine nur von der Geometrie der Reflektoren D1, . .., Dy, abhingige Konstante C > 0 so,
dags fiir alle (§) € X°*(3Q) und alle k € C mit Imx > 0

o] <c|§)]  wen

gilt.

Beweis. Wir betrachten zundchst den von A erzeugten Anteil des Potentialfeldes:

EM(x) = —EON = J (%, y)A (y)ny dFy,.

20
Die Komponenten E() = (E\") E\") (") lassen sich als skalare Potentiale der Oberflichenbelegungen
An = (Ang,Anz, Anz) deuten. Nach [1], Satz 2.12 gilt daher ||E H 5 < C1 Al o0 fiir eine Konstante

C1 > 0 (da wir « als fest gewdhlt voraussetzen, brauchen wir dié oc—Abhanglgkelt dieser Konstanten
nicht zu berticksichtigen) und i = 1, 2, 3. Damit gilt die Abschdtzung

0] < [ < I iy <361 Plhso <361 N0 =361 (3) | <301 (1)

fiir x € Q. Entsprechend erhalten wir fiir die Komponenten A = (A7, A2, A3) des Vektorpotentials

Ax) = J dr(x,y)aly) dF,
00
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aus [1], Satz 2.17 die Abschdtzungen

0
‘ 0x Aj(x)

< C2llallg0n < C @ H

i

fur eine Konstante C; > 0 und i,j = 1, 2, 3. Hieraus folgt

E&“‘O)(X)‘ = |V x A(x)| < 6C2H (i) H

fiir x € Q und insgesamt

Bl ()] < (3¢ +6c2)H(§‘)H.
—_———
=:C
O

Mit Hilfe von Lemma 4.6 folgt fiir von k abhéingige Oberflachenbelegungen (%), (%) € X**(3Q),

Mk
die die Abschdtzung
ag b« j
(AK> _ (H> +O(IxP')

erfiillen, eine entsprechende punktweise Abschétzung fiir die von diesen Oberflichenbelegungen erzeug-
ten Potentialfelder gleichméfSiig in O:

ES(aK,AK) — EE(bK;HK) + O(|K|])

4.4 Die Matrixgleichung des ERP
4.4.1 Aufstellen der Matrixgleichung

Zur Diskussion des ERP haben wir nach Satz 2.3 eine Losung x = (1*) € X**(3Q) der Integralglei-
chung

(4.41) 2y = (I+Ly)x

zu bestimmen, wobei wir abkiirzend fiir die Randbedingungen

w=(37)

schreiben. Zur Anwendung der Matrix-Methode zerlegen wir (4.41) in eine Matrixgleichung. Angesichts
der unterschiedlichen Eigenschaften von elektrischen und magnetischen Eigenfunktionen bietet sich
dabei eine dreifache Aufspaltung von X**(9Q) an, und zwar in der Bezeichnungsweise von 4.1 in

(4.42) X0%(00) =sp {1,...,0n} Dsp {¥1,...,hp} DN (T +Lo)"

im Urbildraum und

(4.43) X0*Q)=sp{@1,...,on} &sp{®1,..., Pp} 65/\f(1+L('))L
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im Bildraum. Die in diesen Zerlegungen auftretenden Unterrdume von X% *(3Q) sind jeweils paarweise
orthogonal.> Wir bestimmen nach Lemma 4.3 duale Basen

d)],...)ﬂ)n zu Pi,...,Pn,
&1"”‘11;]3 zu {I)'l»”'){i;l?)

1 n

®,..,0 Za P1,..., Pn,

und

L @z 1, By

Dabei bleiben die Orthogonalitéitseigenschaften erhalten und folglich gelten in A (I+Lo) und A/ (I+Ly)
insgesamt die Dualitidtsrelationen

<¢i’lpj> = dyj, <$ky$l> = b1,
(i) = (b6, 9%) = (04, i) = (0, 9%) =0

und
(@i, @) = by, (P, @) = by,
{01, 0x) = (01, 0%) = (@", ox) = (9}, ") =0
jeweils firi,j =1,...,nund k,1 =1,...,p. Wir verwenden spéter aus praktischen Griinden die Basen
(4.44) Y1y, Py bpin N (T4 L)
und
(4.45) o' oMol 9P in N(I+LY).

Daher fiithren wir Projektionsoperatoren in der folgenden Form® ein:

n P
(4.46) Pixi= > (% ) Prx:= Y (x, ')
i=1 i=1
n P
(4.47) Qiy:=) (y,9;)¢’ Qu:=) (U,¢:1)§"

j=1 i=1

fiir x,y € X>%(3Q). Diese Projektionsoperatoren liefern orthogonale Zerlegungen
x=Pix+Prx+ (I — Py — Pz)X gemaﬁ (442)

und

y=0Qiy+Qu+(I-Q;—Qz)y  gemdR (4.43).

5Dies aufgrund der Orthogonalititseigenschaft der in Abschnitt 4.1 eingefiihrten Basen der Nullrdume.
®Die in den Definitionen der Projektionsoperatoren auftretenden Innenprodukte entsprechen namlich gerade den Komponen-
ten von x und y beziiglich der in A (I +Lo) und A (I +LJ) gewéhlten Basen.
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Wir kénnen nun die Matrixzerlegung von (4.41) durchfiihren: Wir setzen
(4.48) xM = (I—Py —P2)x, x2) = Prx,, x3) = Pyx,,
(

(4.49) yM=1-Q1 - Q)ue, y&:=0Qw«, v =0Qy..

Dabei sind x(K” und yg) Elemente von unendlichdimensionalen Vektorrdumen; x.(<z) Y (Kz) entstammen

den p-dimensionalen Riumen der magnetischen und adjungierten magnetischen Eigenfunktionen und
x2) y?) den n-dimensionalen Raumen der elektrischen und adjungierten elektrischen Eigenfunktio-

nen. Fiir die Blockoperatoren von I + L, fiihren wir abkiirzende Bezeichnungen ein:

(11)
(I+LK) = (I_Q1 - QZ)(I+LK)|(I—P1—P2]X°>“(3Q) ’

Ac=(I+Le) 7 = (1-Q1 = Q2) (I+ L) |p, xo.x20) -
Ac=(1+L)" = (1-q = Q2) (T4 L) p, vo.n (00 »
Boi=(1+L)"%" =Q(1+L, Jlap,—pyyxoc00) 0
(4.50) Boi= (1+ L) = QI+ L)y p, py voan) »
D, = (I+LK)(22) = Q2(I+ L) |p, vo.x(00)
D= (141 ™ = Q11+ Ll oo
N = (14 L) = Qo (T4 L), youn 0

N@ = (1+L) % = Qi1+ L) p, x0.2(002) -

Die Matrixgleichung des ERP (d.h. die Matrixzerlegung von Gleichung (4.41)) lautet mit diesen Be-
zeichnungen:

vl 1+ A. A xi!
(4.51) 2 =

y B, D. Ny xi)

y! B, N D, X

Die Aufteilung der Matrix soll dabei die Unterscheidung zwischen endlichdimensionalen und unend-
lichdimensionalen Unterrdaumen von X% %(9Q) erleichtern.
4.4.2 Asymptotik der Blockoperatoren

Der néchste Schritt der Matrix-Methode besteht darin, Abschidtzungen fiir das Verhalten der Blockope-
ratoren fiir k — 0 zu finden. Wir werden diese Abschidtzungen als eine Reihe von Behauptungen formu-
lieren. Zundchst gilt nach der Reihentwicklung (4.36) fiir alle Blockoperatoren

(4.52) (1+L)"Y = 1+ 1Lo)"Y + 0(«]) (1,j=1,2,3).
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Die Matrixzerlegung ist so gewdhlt, daf nach der zweiten Fredholmschen Alternative (I + Lo) T -
vertierbar ist und

(4.53) Ao=Ay=By=Bo=Dp=Dy =N =N =0

gilt (vgl. die Erlduterungen zu (3.13)). Alle diese Blockoperatoren sind also von der Ordnung O (|«|) fiir
k — 0. Wir berechnen nun fiir einzelne Operatoren und die vorgegebenen Randwerte feinere Abschétzun-
gen.

Beh. 4.1.
N2 =0,

K

Beweis. fo) ist ein Operator zwischen endlichdimensionalen Rdumen:
NZ :sp{br,...,0p} —sp{e',..., 0"}

Es gentigt daher, die Komponenten von N beztiglich der angegebenen Basen zu berechnen. Fiir i =
1,...,pundj=1,...,ngiltaber

(0 N2 = (o, (450 = (0 ) 1+ 10 (§))
(236),(2:37) <(§) ’ ((I —i—lg/IK)a-l>> _o.

O
Wir kénnen Abschitzungen fiir die Blockoperatoren (I + LK)HZ) und (I+ L) )G =1,2,3) mit
Hilfe von Formel (4.38) aus entsprechenden Abschitzungen fiir die Potentialfelder ¥ . ,Eﬂ’" und
EI,I” ey E‘Ep gewinnen. Daher berechnen wir zundchst die Asymptotik dieser Potentialfelder.
Lemma 4.7.
BV = 0(|x[?) (i=1,...,p)
BV =Ey +O(k) G=1,...,n)

Beweis. Nach (4.37) und (4.40) gilt die Reihenentwicklung

i
(4.54) BN =g - o J Aly)ny dFy +O(|x|%),
Yol
wobei der zweite Term ein in Q konstantes Vektorfeld ist. Fiir ﬁi = (%i) verschwindet dieser Term, und
es folgt aus (4.26)
= , b 2\ (4.26) 2
EPe =E@ =7 +0(x]*) "= O(|x[?)
furi=1,...,p. Firy; = (;’/ ) untersuchen wir zunéchst den zweiten Term. Nach Lemma 4.1 nimmt A;
J

auf jeder Komponente 9Dy von 9Q) den konstanten Wert A; 3p, an. Folglich ist

n
J Aj(y)ny dFy = Z)\j,aDk J ny dfy,

20 k=1 D
Gauf
= Z?\j,aDk JV(1)dU
k=1 D,
=0.
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Damit folgt fiirj = 1,...,n wie oben

i plala) (el ik j
EVi =€ " )_E J Aj(y)ny dFy + O([x[?) = EY' + O(|x|?).
00

Beh. 4.2. B
A AN =0([k]?).

Beweis. Die Definitionsrdume der genannten Operatoren sind endlichdimensional; daher gentigt es, je-
weils die Bildvektoren einer Basis abzuschétzen. Wir beginnen mit

Ac:sp{dn,...,bn} — N(I+LY)",
N sp{br,..., 0} —sp{o',...,0" .

Nach Lemma 4.7 und (4.37) gilt E?l)]’) =0firj =1,...,n Nach (4.39) folgt hieraus L(;)1; = 0 und mit
(4.36)

(14 L) = (T+Lo)w; + O(k?) V"L o (k)
in X%%(9Q). Da alle eingefiihrten Projektionsoperatoren beschréankt sind, erhalten wir hieraus
Ach; = (1=Q1 = Q) 1+ L)W = O(|xf)
und
Np; = Qa (I+ L )w; = O(|x[).
Auf analoge Weise ergibt sich fiir
A sp{lTn,...,lT)p} —>J\/(I-i—L(’))l
wegen ; € N (I+Lo) und Lemma 4.7
(I+ Lo)lT)i =L =0

und daher nach (4.36) N
(I+ L) ws = O([x[).

Hieraus folgt wiederum

A = (I-Qy—Qy)(I+ LK)$1 = O(\K|Z)-

Beh. 4.3.
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Beweis. Die erste Behauptung B = O(|x|) folgt sofort aus (4.53) und (4.52). Um By abzuschitzen geniigt
es, fiirallex e N (I + Lo) + die Innenprodukte

(@5, (T4 Li)x)

abzuschitzen, da
IBex]l = Qi (1+L)x| = |3 (o5, 1+ L)x)e | < 3 [(or, T+ L)% @]
j=1 j=1

gilt. Zunéchst fithren wir die Innenprodukte auf den adjungierten Operator zurtick:

{@;, I+ L)x) = ((I+L)e;,x).

0

Diese Innenprodukte berechnen wir mit Hilfe des von ¢; = (uj

) erzeugten magnetischen Potentialfeldes

HOW) () = v, J dilx,y)u;(y) dFy.
00
Es gilt
i

WWWMZW(J%W&MWM@+£ jmmmw)+NMﬂ

00 00
| —

héangt nicht von x ab

=Hy M (%) + O (&),
Hieraus folgt analog zu (4.38) aus der Randwertformel (2.46) (vgl. den Beweis von Beh 4.2)

0 0 0
(I+L)e; = (I+Ly) (u) =2 (n . Hg,w) =2 (n ‘ H(o‘un) +0(Ixl*)

) 0,—
@; EN(T+L]

(1410 + O(IxP) Vo(xP)

und damit wegen der Stetigkeit des Innenprodukts

(@3, (T L)x)| = [((T+ L) ey, 0| < C [T+ L) | Ix],

=0(IxI?)

woraus B, = O(||?) folgt. O

Beh. 4.4. Fiir die vorgegebenen Randwerte y gelten die Abschitzungen
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Beweis. Durch Einsetzen der Entwicklung (4.33) in die Definitionen (2.16), (2.18) und (2.19) erhélt man
sofort die Abschédtzungen

ce =co+ O([x]),
Y« =7vo0 +O(|«[%),

also y« =yo + O(Jk|). Die feinere Abschitzung fiir y ) — 01y, folgt aus

(e, @5) = <(CK> , <0.>> = (v 15) = (vo, 1) + O(I*) = (vo, @5) + O(|x[?).

Yk 2]

Wir tragen die bisherigen Abschédtzungen in die Matrixgleichung (4.51) ein:
(4.55)

v +0([x|) (1+Lo)"" + 0(I)) o(|x%) 0(x?) X
2 —=
2 ~ 2
us +0(|K]) o(|x[) D, o(|x[?) X2
y$ +0o(x?) o(|«?) 0 D, x3)

In der zweiten Zeile der Matrixgleichung begniigen wir uns dabei mit (gegentiber der urspriinglichen
Formulierung der Matrix-Methode) groberen Abschédtzungen, da die dieser Zeile entsprechenden ma-
gnetischen Eigenfunktionen keine ,physikalischen” Eigenschaften des ERP widerspiegeln.

Wir wenden uns schlielich den ,Diagonaloperatoren” D, und D, zu. Wie bei Beh. 4.2 folgen aus
Lemma 4.7 auch die Abschdtzungen

D.,D. = O(|x[%).

In Analogie zur Voraussetzung (3.23) in Satz 3.1 miissen wir diese Operatoren bis zur Ordnung O | |<|4)
abschitzen. Wir konnen die Matrix-Methode in der gegebenen Situation anwenden, sofern D, und D,
,in der Ordnung k2 regulédr sind.” Genauer: Es ist zu zeigen, daf8 D eine Reihenentwicklung der Form

(4.56) D, = k*Dy) + D3y + O(|«[*)

besitzt, wobei D ;) invertierbar ist. Da wir uns bei den magnetischen Eigenfunktionen mit gréberen
Abschétzungen begniigen, reicht es fiir die nachfolgenden Betrachtungen aus, fiir Dy eine Entwicklung
der Form

(4.57) D, = 2Dy + O([x]*)

mit invertierbarem f)( 2) nachzuweisen. D und D, sind Operatoren zwischen endlichdimensionalen
Raumen:

DK: Sp{lbl)n-ylbn}HSP{(PR---NP“},
D.: sp{$1,...,$p}—>sp{(51,...,6p}.

Daher gentigt es, ihre Komponenten beziiglich der angegebenen Basen zu betrachten.
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Beh. 4.5. Es gilt

ol

~ 3
« =D +O(|«[)
mit einem invertierbaren Operator D 7).

Beweis. Sei (ij)i j=1...p die Matrix des linearen Operators D, beziiglich der Basen 1~1)1 e ,II)p im

Urbildraum und @', ..., P im Bildraum. Dann gilt wegen D, ; = > P, D, ;3

Es gilt:

und nach [1], 163f
= —ZKZAU' + O(|K|3),

wobei (Aij)
gilt fiir die Matrix von D) beziiglich der angegebenen Basen

(j—1..p €ine symmetrische und positiv definite, also invertierbare Matrix ist. Insbesondere

(D21ii)ijor.p = (F284) 51
und D ;) ist somit invertierbar. O

Zur Berechnung der Asymptotik von D fithren wir die Komponenten dieses Operators auf Innen-
raumintegrale tiber elektrostatische Potentiale zurtick. Wir beginnen mit einigen Voriiberlegungen. Zu

den adjungierten elektrischen Eigenfunktionen @1, ..., ¢, definieren wir in Anlehnung an (4.27):
(@.58) W) i [ delx sy dry.
e

Die Felder u¢’ sind nach Lemma 2.1 stetig in R3, und ihre ersten Ableitungen lassen sich stetig von D
auf D und von Q auf Q fortsetzen. Wegen ¢; = ( lfj) und Satz 2.4 gilt

HOM) — gy

und damit nach (2.46)

, 0 0 0 0
010 (9) =2 o) 2o ) =2 o)

Nach (2.36) und (2.37) folgt aus der zweiten Zeile dieser Vektorgleichung

Pj

ou,

! R —
(4.59) (I+K ) =2 3
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Fiir k = 0 sind nach (4.31) die Funktionen

. (4.27) )
u(()p) = u®i

in Q identisch mit den elektrostatischen Potentialen W der kontravarianten Basis Y',..., Y™ von NV/(A).

Insbesondere ist daher nach (4.23)
u(‘)pj =u = djx auf 0Dx.

Wegen (4.28) sind die Funktionen uy’ = u®i konstant in jeder Komponente Dy von D und somit gilt

(4.60) ug’ =8x  in Dy.
Wegen _
aLaL((T)TJr = a;—f 429 -1y auf 0Q
gilt
J Wy dF = — J agioi*dﬂ‘@— J a—de
00 20 Q)
4.61) :_Jn'v]dF(420)Jn-deF

Beh. 4.6. Es gilt
Dy = &’Dz) + k’D(3) + O(I[*),

wobei D,y regulir ist. Die einzelnen Terme besitzen beziiglich der Basen\1, . .., \py, im Urbildraum und o' ..., e"
im Bildraum die Komponenten

(D2),43) 1. = (2045) 5
. n
'L .
(D(S],ii)i)j:L”n = (E Z Clk)ij:]...n
k=1

Beweis. Wie bei D betrachten wir die Matrix

(DKvij)i‘j:L..n = (<(pi’DK¢j>)i,j:].“n = (<(pi’ (I + LK)¢1>)L]’:1..ATL

von D, beziiglich der angegebenen Basen und entwickeln die einzelnen Komponenten nach Potenzen
von k. Wir berechnen nun die obigen Innenprodukte. Nach (2.36) und (2.37) gilt

() o () = () ()

= (i, (T+ KA
= ((I+ K )ui,Ay)

] b Pi
b J N =i dF

(01, (T+La)by)

90
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(4.24) = 1 oult
=1-2) D7 5k S dF

k=1 oDy
_ oult
= —-2|D; ! %= dF
oyl | S
D;
Gk ) |D]~|71 J Auft dx.
Dj
Das Flachenpotential u¢: erfiillt in R3 \ 9Q die homogene Helmholtzgleichung, also gilt

2

Pi 2, P
Ault = —k ult

und wir kdnnen weiter umformen:
(@i, T+ L)) = 2k? |D)-|71 J u®t dx.
Dj

Wir entwickeln das letzte Integral nach Potenzen von k, indem wir die zu (4.37) analoge Entwicklung
von uft (vgl. Abschnitt 4.3),
@i @1 iK 2
ufi(x) = ug (X)+E wi(y) dFy +O(|x[%),
20

in den Integranden einsetzen.” Damit erhalten wir

J'u‘,fi dx = J ug et o J J wi(y) dFy dx + O (|xP?)

D; Dj (60 D; 00
= 6,;j —

Dy, e
= 555 [Dj| + o= |Dy| (é ™) +0(|x*)
und insgesamt
D ij = (@i, (T4 Lo)by) = 267845 + g i C* +O(|k[").
- O

Da die Komponenten D3 i; von D3y nur vom Index i abhéngen,® hat dieser Operator den Rang 1.

“Fiir die Vertauschbarkeit von Reihenentwicklung und Integration iiber Dj ist es von entscheidender Bedeutung, daf die
Entwicklung von uf ! gleichmé8ig in Dj gilt. Hierin liegt auch der Grund, warum wir die Komponenten von D auf Innenraum-
integrale zurtickfithren mufiten, anstatt direkt mit den erzeugten Potentialfeldern in Q argumentieren zu konnen.

8Der Index iist nicht zu verwechseln mit der imaginaren Einheit 1, die in der Konstanten i auftritt.
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4.4.3 Auflosen der Matrixgleichung

Wir gehen vor wie im Beweis von Satz 3.1. Zunidchst schreiben wir die Matrixgleichung (4.51) als ein
aus 3 Einzelgleichungen bestehendes lineares Gleichungssystem, wobei wir Beh. 4.1 berticksichtigen:

(1) 0 =14+L)" X FA XD $AxB),
(2) 2y = B/ +Dox (P HNX,
(©)] 2y = B.x\) +Dx3).

Wie zu Beginn des vorigen Abschnitts erldutert, gilt
(1+L)" = 1+ Lo)" +0(Ix)),
und (I + Lo) (m ist bijektiv. Nach Lemma 3.1 mit f(k) = « gibt es ein €7 > 0 so, daf8 die Inverse
—1
[(1+L)"] s NIHLY) T — NI+ L)
fiir || < €7 existiert und der Abschitzung
—1 —1

(4.62) [(1+L)"] = [@+L0)"]  +0(xl)
gentigt. Wir wenden die fiir || < e; definierten Operatoren

- —1

B JI+L)"] i NIHLY)T —sp{d',..., 57}
und

a1, Nt 1 n
B« [(I+Ls) '] : NI+L)) —sp{e', ..., 0"}

auf (1) an und erhalten so die Gleichungen

o —1 o - -1 - —1
¢ 2B JJI+L)"] y0 =B 4 B 1+ L) Ax@ 4B I+ AxB),

() 2B (140" yW = Bx 1B (14 L) "] A 4B (14 L) "] A,

Wir subtrahieren (x) von (2) und (x*) von (3) und fiithren abkiirzende Bezeichnungen ein. Dadurch er-
halten wir die Gleichungen

(29 2y = FKXLZ) +N! )xff],
(3 2y = NLZ)XLZ) +Dx®)

mit den Abkiirzungen

v =@ - B [+ Y,

NE) zyff)—BK[(I+LK)(”)]71U(K”»

Br =D~ B J(1+1)""] 'Av,

D. =D, B, [1+L)""] ‘A,
-1

NZ = B [1+L)"] A

Wir geben nun Abschitzungen fiir die neu eingefiihrten Operatoren und Vektoren an.
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Beh. 4.7.

(
vl =yg +o(x?),
D.=D. +0(x"),
N = o(|x[*),
(%),

Beweis. Diese Abschidtzungen basieren auf der Beschrénktheit von

1+ = o)

und den in Abschnitt 4.4.2 durchgefiihrten Untersuchungen. Nach Beh. 4.4 und 4.3 ist

2 % (1) 2
w'= v - B [(+L) ] w! =y +0(IK)
—y(P'vo(k)) =OUxD —0(1) =0(1)
und analog
3 (! 3 2
v'= w - B [0+L)"] ) =g 4Ol
=yP+0(|x?) =O(Ix?) =0(1) =0(1)
Aus den Behauptungen 4.2 und 4.3 folgt
< = 11
NS = NG B [ A =0(k?)
=o(|«)?)  =OlxD =0(1) =0(|x|?)
und !
;-1 4
NS =— B [0+L)] A =0(),
=0(IxI?) =o(1) =0(IxI?)
sowie analog die Abschitzung fiir D. Schlielich folgt mit Beh. 4.5
B . & an=t g 2 3
D, = D. — B [(I+Lg) ] Ac =D+ O0(k]).
— —~ L -~
=k2D+0(|x?) =O(xl) —0(1) =0(|x|?)

O

Da ]3(2) nach Beh. 4.5 invertierbar ist, erweist sich D, nach Beh. 4.7 fiir hinreichend kleine || # 0 als
invertierbar, so dafs wir einen weiteren Eliminationsschritt durchfiihren konnen. Dazu definieren wir

die Operatorenschar
1

F. = k2 []j(z)]i ]57,(
fiir 0 < |k| < €. Diese Schar 148t sich nach Beh. 4.7 stetig nach k = 0 fortsetzen mit dem Grenzwert

Fo=1I
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und erfiillt die Abschédtzung

Wir kénnen somit Lemma 3.1 anwenden: es gibt ein €, € (0, €1) so, daf8 F. ! fiir |k| < €2 existiert und
die Abschitzung
Fo ' =1+ 0(|x|)

erfiillt. Also existiert fiir 0 < |k| < €, die Inverse

-1 _ 1

[D.] = [*DF] =K72FK71[1~3<2J]71

und gentigt der Abschitzung

—— —1 ~ — _ _
(4.63) D =«x2[Dw] " +0(") =0(x?).
Wir wenden den fiir 0 < |k| < €; erkldrten Operator

oy = - _
N(Kz)[DK] csp{@',..., 0"} —spl{e' ..., 0"}

auf (2’) an und erhalten

S — __ __
(% * %) NG D]y =N NP D] NP,
Subtraktion dieser Gleichung von (3’) liefert

(3”) 2y =D

mit den Abkiirzungen

L
Wy NP,

D, =D, N[5, NI

Wie oben schitzen wir die neu eingefiihrten Operatoren und Vektoren ab:

Beh. 4.8.

3) 3) @ (7 5 _ 3 2
K K — N D K = +0(Jx
Y ye . [Py =y +O(Il7)
e +0(Ix?)  =O(II*) —o(jx-2) =OM)
Nach Beh. 4.6 gilt
— R
D.= D, - N2 [B] N =p.+0(x*
v \v/ \ , \-V—/
=D +O([x[*)  =O(Ix*) —o(|«|~2) =O(Ix[*)
= kD2 + D) + O(|x[*).



Wie im Beweis von Satz 3.1 folgt, dafs die Gleichungssysteme (1),(2),(3) und (1),(2"),(3”) zueinander
dquivalent sind. Letzteres hat Dreiecksform:

) 2y =1+ L) XD+ AD) FAxS,
) 2y = DD +N X3,
(3”) ) = D.x?),

und erlaubt daher, die gesuchte Losung x durch Einsetzen ,,von unten nach oben” zu bestimmen. Im
ersten Schritt suchen wir dabei fiir hinreichend kleine |k| # 0 eine Losung der Gleichung (3”).

Beh. 4.9. Es gibt ein e3 € (0,€2) so, dafs D:Kfur 0 < |k| < ez invertierbar ist, und fiir die Inverse gilt die
Abschitzung

[Dc] =«?[Dy] =« '[Dy] 'Du)[De] " +0(1).
Beweis. Wir setzen
G:=k 2D '—«'[Dy] DDy
fur 0 < |k| < €2 und
F.:=GD,

Es gilt nach Beh. 4.8

Fo= (< ?[D2)] ' =« '[D2)]

=1+ 0(|x"),

D3y [Di2)] ") (kD) + *Dis) + O (1K)

da sich die Terme der Ordnung O (k) wegheben. Die Schar {F, } 148t sich also stetig nach k = 0 fortsetzen

und nimmt dort den Wert Fy = I an. Nach Lemma 3.1 fiir f(k) = k? gibt es ein €’ € (0, €2) so, daf§ F. '
fiir || < €’ existiert und der Abschitzung

Fo ' =1+0(|«[%)

gentigt. Da D, bijektiv ist, findet man wie bei der Diskussion von D, ein e; € (0,¢’) so, daB G,

und somit D, = G, 'F, fiir 0 < || < e3 bijektiv ist. Ferner folgt aus der Definition von G, und der
Abschétzung fiir F, '

—_—1 _ _ -1 —1
[D.] =Fc 'Ge=«?[D(y)] D)D) +0(1).
0

Nach Beh. 4.9 besitzt (3”) fiir 0 < || < €3 eine eindeutig bestimmte Losung x2), und es gilt nach
Beh. 4.8 und 4.9

W =2 WP
(464 =2(x2[D)] " =« ' [Dy)) D D] T +0(1) [l +0(1x)]

- “'D3) D] s o).

=22 [Dp] yy” —2¢ ' [Dz)]
Fiir die nédchsten Schritte benétigen wir nur die grobere Abschédtzung

(4.65) x3) = 0(|k[ ).
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Wir setzen x,(f) in (2’) ein und kt‘)nnen nach xK auﬂtisen, da fTK fiir 0 < || < e3 invertierbar ist. Nach

Beh. 4.7, (4.63) und (4.65) gilt fiir xK ) die Abschétzung

=— -1/ 7
x2) = [D,] (zy(f’— KX )
, —— N~ ~—~
(4.66) —o(|x|-2) =0 =0(IxI*) =0(|«|2)

=0(|x[7?).

Schliefslich setzen wir (4.65) und (4.66) in (1) ein und l6sen nach x{) auf. Aus Beh. 4.2 und 4.4 folgt

1 5
X = [1+10)""] (ZyL”— Ao X2 - A KD )
(4.67) =0(1) =0(1)  =0(|x[*) =0(|x|2) =O(IxI*) =0(|x|2)
=0(1).
Nach (4.46) und (4.48) gilt
(4.68) X2 =11 P+ AT P

Dabei hdangen die Koeffizienten n;  := <1b1 xK > fiir 0 < |K| < €3 stetig von k ab und erfiillen aufgrund
der Stetigkeit des Innenprodukts die Abschédtzung

n],K)~-- )np,K = O(|K‘72).

Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnitts in einem Lemma zusammen, wobei wir die in (4.64) auftre-
tenden Terme mittels der Basisdarstellungen von D, und D3y auswerten.

Lemma 4.8. Es existiert ein € > 0 so, dafl die Integralgleichung (4.41) des ERP fiir 0 < |k| < € eine eindeutige
Losung x, besitzt. Fiir k — 0 gilt

n

n . n n . )
2; 1 vob =k 2= 3 (3 @uuo) (X )i+ Y mewbi+0(1)

i=1 1=1 k=1 i=1
mit ,
N =O0(k|™7)  fiir i=1,...,p.

Beweis. Wegen

Xi )+ x )+ x
folgt die Existenz und Eindeutigkeit von x, fur 0 < |k| < € := e3. Ferner folgt aus den obigen
Abschidtzungen fiir x(Kj)
p
(4.69) xe =2 ?[Di2)] 'ug ~ 2« '[D2)] D5 [Diz)] v’ + Y mubi +0(1):

i=1

Wir wollen nun die ersten beiden Terme weiter auswerten. Dazu setzen wir
; -1 .
=(’,2[D(y)] yés)> fir j=1,...,n.
-1 . .
Wegen 2[D ;)] yés) esp{WP1,...,Yn} und (P ;) = &y gilt

Z[D(Z]]_lyés] =GP+ + G,
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Wir bestimmen die Koeffizienten (; aus der Gleichung

2y =Dy [i Cilbi}
=1

durch Bilden der Innenprodukte mit den adjungierten elektrischen Eigenfunktionen ¢, ..., ¢n. Es sei
(D2),4); i—_1..n die Matrix des linearen Operators D) beziglich der Basen 1, ..., Y, im Urbildraum

und ¢',..., @™ im Bildraum. Dann gilt analog zum Nachweis von Beh 4.5 D(,) i; = (¢, D(2)1;) und
somit furi=1,...,n

2(@i,Yo) = 2<<Pi,yé3)> = Z G (@i, D2)5)

Hieraus folgt ¢; = (¢i,yo) bzw.
(4.70) 2D] s = Y (@5, uo)bs.

Analog ergibt sich fiir den zweiten Term
- -1
(471) Z[D(z)] D(g,) [D(Z)} y(()S) = C{ll)l +"'+C-,/11pn
mit . » I
=(,2[Dp)] D [Dp)] vy)  far j=1,..,n.
Nach (4.70) und (4.71) gilt

Do) [ (01 uohin] =D, [g ).

1=1
Durch Innenproduktbildung mit ¢; folgt fliri=1,...,n

n n
Z ©1,Y0)(91, D3 1) =ZC{<(01,D(2)11)j>
=1 =1

bzw.

Z<(pla90 11—ZCD )i

und somit nach Beh. 4.6

i (1,90 ( E ZClk) ZZC by =
=1

k=1

bzw.

41“(; <m,yo>(; C“‘) = .
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4.4.4 Das Verhalten der Losung des ERP fiir k — 0

Fur 0 < |k| < €, Imk > O stellt das nach Satz 2.3 von x. erzeugte Potentialfeld die gemé&f} Satz 2.1
eindeutige Losung E| des ERP dar. Mit Hilfe von Lemma 4.6 folgt aus Lemma 4.8 die nachstehende
Abschitzung fiir E/, gleichmiBig in beschrankten Teilmengen von Q:

n n n n P _
ZZ 95,Y0) Ewi —x! L Z Z@l»yo>(z Cjk)El.fj -I-Zm,KE‘Kb‘ +0(1).
j=1 j=1 1=1 k=1 i=1
Nach Lemma 4.7 gilt weiter

P ~
> ni EYe =0(1).
i ~~ ~~

=0(Ix|"?) =0(|«[?)

In die verbleibenden Terme setzen wir die Abschitzungen EY’ = Ey’ + O(|«|?) = Y; + O(|x|?) ein
und erhalten

n

221 ©5,Y0)Y; — K~ %Z Z]tphyo>(z Cjk)Yi +0(1).
- o1 1=

k=1

Nach (4.32) und der vorausgehenden Rechnung ist

(@5,Y0) = <(§‘;> ,@5) = —(FY).

Hieraus folgt

n

n
05, u0)Y; =3 _(FY)Y; 2 —p,oF
) )

j=1 j=1

und
PEOIRINT (Z C”‘) =Y 3 3 (RYYOMy
i=1 1=1 j=1k=11=1
= —(F,iY‘) i i cHy
1=1 k=1j=1
D i YY) i o
1=1 k=1
=—(FY.)Y.
mit
(4.72) Y, - i Ye,

danach 4.2 mit (Cy;) auch (CY) symmetrisch ist.” Wir fassen zusammen:

9Y, wird nach (4.16) durch die Eigenschaften & (Ye) Z;‘ 1 & (Y 1) = ) 1 0 = 1fiir k =1,... ncharakterisiert.



Satz 4.1. Die eindeutige Losung €|, des ERP erfiillt fiir festes F die Abschiitzung

1 1

El=—5Pof+ - (FY)Ye+0(1)  fir k=0

gleichmiiftig in beschriinkten Teilmengen von Q, wobei P die Projektion auf N'(A) bezeichnet und Y, durch
(4.72) gegeben ist. Y, ist das eindeutig bestimmte Dirichletfeld in Q) mit dem konstanten elektrostatischen Poten-
tial 1 auf 9Q):

E](Yo) == En(Yo) =1

Bemerkung. Es ist im allgemeinen ||Y,| # 1. Daher entspricht
(F,Ye)Ye = ||Ye|* Py, F

der Projektion Py, F von F auf den durch Y, erzeugten eindimensionalen Teilraum von N (A), mit von der Geo-
metrie der Reflektoren abhiingiger ,Verstirkung” ||Y,|*.
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5 Anwendungen

5.1 Die Spektralschar von A
Wir hatten in Abschnitt 2.2 fiir die Losung E [F} des Randwertproblems (1.21)—(1.23) den Ansatz (2.15)

Ec[F] =EQ +E;
gemacht. Fiir festes F folgt aus (2.16) sofort die Abschédtzung
EQ =E§ 4+ O(|x]) =0(1).

Mit Hilfe von Satz 4.1 kénnen wir nun das Residuum C_; [F} , das bei den Untersuchungen in [12] offen
geblieben war, zu
i

€ [F] 47t

(F,Ye)Ye
bestimmen und erhalten:

Korollar 5.1. Die Losung E[F| des Randwertproblems (1.21)~(1.23) erfiillt die Abschiitzung

1 11 y
EK [F] :—FP+OF+EE(F,Y.)Y.+O(1) fur K‘)O

gleichmiifSig in beschrinkten Teilmengen von Q. Dabei bezeichnet Yo € N (A) das eindeutig bestimmte Dirichlet-
feld mit den Eigenschaften

E1(Yo) = =&n(Ys) = 1.

Bemerkung. Die entsprechende Abschitzung (1.34) wird in [12], Satz 2.1 lediglich als gleichmiif$ig in kompak-
ten Teilmengen von Q) nachgewiesen. Nach Korollar 5.1 konvergiert diese Entwicklung auch auf dem Rand 9Q)
gleichmiiflig. Es ist uns also auch in dieser Hinsicht eine leichte Verfeinerung der Ergebnisse von [12] gelungen,
die in gewissen Situationen durchaus von Interesse sein kann.

Aus (1.27) folgt eine Abschétzung fiir die Spektralschar {P»} von A:
Korollar 5.2. Es gilt

(PR

11
~ VA4m?

gleichmiif3ig beziiglich x in jeder beschriinkten Teilmenge von Q.

(F,Yo)Ye(x) +O(VA)  fiir A1O

Beweis. Die Potenzreihenentwicklungen, die zu der Abschitzung in Korollar 5.1 gefiihrt haben, kénnen
analog fiir weitere Terme durchgefiihrt werden (man beachte, daff samtliche Integraloperatoren und die
Randdaten analytisch von k abhidngen). Dadurch 148t sich die Reihenentwicklung von E, [F| entspre-
chend (1.34) erweitern zu
1 11
E([F] = —ﬁPwF + E&(F,Y.)Y. + Co[F] + O(|«|),

wobei der konstante Term Co [F| hier nicht naher bestimmt zu werden braucht. Speziell gilt fiir A > 0

1 1 1

(F,Ye)Ye + Co[F] + O(VAA)
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und : -
i
E_\/XI:F:I == —XP+O - ﬁﬂ
Nach (1.27) folgt hieraus sofort die Behauptung:

d

1 11
(PR = 5= (B [Fl(x) —E_ 5[F(x) = TAH(F,Y.)Y.(x) +O(VA).

(F,Ye)Ye + Co[F] + O(VAA).

5.2 Das elektrische RAWP mit zeitharmonischer Anregung

In [12] untersucht Werner das folgende Rand- und Anfangswertproblem unter elektrischen Randbedin-
gungen fiir beliebige w > 0:

(5.1) :—;E(x,t) —AE(x,t) = F(x)e ™'  in Q x (0,00),
(5.2) nxkE=0, V-E=0 auf 0Q,
(5.3) E(x,0) = Go(x), —-E(x,0) = Gy (x),

ot

wobei die vorgegebenen Felder F, Go, G1 € C*(Q)) jeweils beschrankten Trager haben sollen. Des wei-
teren werden die Kompatibilititsbedingungen

(5.4) n x AF=n x A*Gy =n x A*G; =0,
(5.5) V- -AF=V.AKGy =V -AkG; =0
auf 0Q) fiir k = 0,1,... vorausgesetzt. Unter diesen Voraussetzungen besitzt das elektrische RAWP

(5.1)—(5.3) eine eindeutige Lésung E € C*(Q x [0,00)), die sich in der folgenden Form darstellen 1463t
(112], (2.4)):

56 6,0 = [ eosvatameo + | M apgy 4 [T winu area),
0 o VA 0
wobei
(5.7) P(At) = # e twt 4 E sin VAt — cos VAt
’ A —w? VA

fur jedes A € R die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems

aZ —iwt
(5.8) (@ + ?\)11) — e twt

0

(5.9) (A0 = (A, 0) =0

bezeichnet. Nach [12], Satz 3.1 gilt fiir die Losung E(x, t) die Abschdtzung
(5.10) E(,t) =tE) + EO@ 4 e e, [F] +0o(1)  fur t— oo

gleichméfig in kompakten Teilmengen von Q; nach der Bemerkung in Abschnitt 5.1 gilt die Abschédtzung
sogar gleichmifSig in jeder beschrankten Teilmenge von Q. Dabei ist

(5.11) EM =P, (.1F+G1)
1w
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und
(5.12) EC® =P, <]2F + Go> —iC_,4 []F + G1} )
w 1w

Nachdem wir nun das Residuum zu

—1[F| =—=(FY.)Ye

Calf = = (R V)

bestimmt haben, konnen wir E(°) explizit angeben:

(5.12') EO =P, LF+Go +l(iF+G1 Y.)Y
’ O\ w? 47t Mw Ve

5.3 Das elektrische RAWP mit konstanter Anregung

Wir wollen nun das elektrische Rand- und Anfangswertproblem (5.1)-(5.3) fiir w = 0, d.h. mit konstan-
ter Anregung untersuchen. Gesucht ist also eine Losung E € C* (Q x [0, 00)) von

2

(5.13) Wﬁ(x,t) — AE(x,t) = F(x) in Q x(0,00),
(5.14) nxE=0, V-E=0 auf 2Q,
(5.15) E(x,0) = Golx), o E(x,0) = Gi(x),

wobei wieder die Kompatibilitdtsbedingungen (5.4) und (5.5) erfiillt sein sollen. Wie beim RAWP mit
zeitharmonischer Anregung findet man, da8 sich die eindeutig bestimmte Losung E iiber Spektralinte-
grale darstellen 14f3t:

(5.16) E( 1) = ro cos VAt d(PyGo) + J:o Sin\}?t

0
P(A, -) bezeichnet hierbei fiir jedes A € R die eindeutig bestimmte Lésung des Anfangswertproblems

d(PrG1) + f B\, 1) d(PAF).

02 _
(5.17) (W + 7\)1]) —1,
(5.18) P(A,0) = %11»(7\,0) =0.
Es gilt
1 — cos VAt
(5.19) DA L) = 1A A0
ztz y }\ = O

und man entnimmt der Reihendarstellung

k+]k12k
Ak—T¢2k

1—cosVAt 1 o (=1)kH!
-y .

1 k2 _y- (1)
SRR = e *]; (2K)!

daB (A, t) auch bei A = 0 analytisch in A und t ist.
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Zur Abschitzung von E(x,t) fiir t — oo sei nun eine beschriankte Menge M C Q beliebig gewihlt.
Alle folgenden Abschitzungen gelten gleichmifSig fiir x € M. Die ersten beiden Integrale in (5.16)
haben sich gegentiber (5.6) nicht verandert. Wir kénnen daher die Abschédtzungen [12], (3.54) und (3.55)
direkt {ibernehmen:!

(5.20) Jm cos VAt d(PAGo) = P10Go +0(1)
0

und
(5.21) L Sin\})\ﬁ\td(PAGﬂ:t(PwGﬂ—iC] [Gi] +o(T)
ftir t — oo. Nun ist noch das Integral

oo 1 oo
(5.22) j B A(PAF) = (0, 1)(PoF) +nmj B 1) d(PAF) +J B d(PAF)

0 N~—— nlo n 1

=t2/2

abzuschitzen.? Zunichst ist

sup |1T)(7\,t)f <2 vt>0
A>T

und nach [12], Lemma 3.1 existiert ein y > 0 so, daf3

‘ Um B Y d(w)} (x)

1

< 2y ||AF|] vxeM Vt>0.
Damit gilt die Abschédtzung
(5.23) J P(A, 1) d(PAF) = O(1) fir t— oo

1

gleichmifiig in M. Zur Abschédtzung des zweiten Integralterms in (5.22) schreiben wir fiir das uneigent-
liche Integral kurz

1 1
J P(A, 1) d(PF) := limj P(A, 1) d(PAF).
0+ nio Jy

Da (PAF)(x) fiir A > 0 und x € M nach A differenzierbar ist ([11], 19), gilt

1 1
J B0 d(PAF) (x)zj 0L (PAF) (x) aA.
0+ 0+ dA

Nach Korollar 5.2 ist

(5.24) 4 ) =

1
da AW(F»YO)YO(X)'FF’(}\»X))

wobei fiir 0 < A < 1 die Abschdtzung

(5.25) Ip(A %) < BVA ¥x €M

lvgl. [12], (3.39) und (3.40)
2ygl. zu dieser Zerlegung des Spektralintegrales [12], (2.19) und (3.5); man beachte, daf die Spektralschar {P,} linksstetig
gewahlt wurde ([12], 118)
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mit einer geeigneten Konstanten 3 > 0 gilt. Wir berechnen nun

L. d (5.24)
J, 90,05 PR o an 2

(5.26) _ 1J‘ 1—cos VAt J‘ 1—cos VAt
- 472 ot A3/2 dA (F,Y.)Y.(X)—I— o b\ p()\,X) dA.
—:g(t) =:B(x,t)

Wir schitzen die Integrale g(t) und B(x, t) getrennt ab. Wegen (5.25) gilt fiir beliebiges t > 0

1T 1 _
J‘ 1 —cos ﬁtp(?\,x) al < J‘ 1 — cos \ﬁ\tp(?\,x) a\
0+ A 0+ A
15 1
gJ i’dxzmj A2 aa
o+ VA o+
= 4B
und damit
(5.27) B(x,t) = O(1) fir t— oo.

Zur Berechnung von g(t) substituieren wir A = £2/t?, dA = (2/t?) d& :

1T (" 1—cosvAt t (Y 1—cos§
(5.28) o(t) = 1 L+ e M =4 L+ 1= 558 g,
Wegen
Y1 —cosé& © 1 —cos§ © 2 2
7d57J dé‘ SJ — d&=—
Jo g2 0 g2 ¢ &2 t
und *1_cosE 1-cosgy (% sing
— cos —cos 7% sin s
et B S DOttt di = =
Jo &2 . { & ]0 +J0 ¢ . 2
=0 =mt/2
gilt
Y1 —cos& n| 2
_ <z
J, a5 <]
und somit nach (5.28)
ot t2
g 4| — 2m2t w2
Damit gilt die Abschédtzung
(5.29) glt) = ﬁ +0(1)  fiir t— oo,

Einsetzen von (5.27) und (5.29) in (5.26) fiihrt auf die Abschédtzung

1
J PO PR () dA = S (EY)Yal0 +O(1)  fir t oo,
0+ dA Tt
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die gleichméfiig bzgl. x € M gilt. Zusammen mit (5.23) erhalten wir damit aus (5.22)

2

(5.30) r@ P(A,t) d(PAF) = t—P+oF + l(F, Yo)Ye +O(1) fir t— oo.
o 2 47

Wir fassen die Abschitzungen (5.20), (5.21) und (5.30) im folgenden Korollar zusammen.

Korollar 5.3. Unter den zu Beginn von Abschnitt 5.2 angegebenen Bedingungen gilt fiir die Losung E(x, t) von
(5.13)—(5.15) die Abschitzung

2
E(.,t):tzP+oF+t(P+oG1 +4]7[(F,Y.)Y.> +0(1)  fir t— o0

gleichmiif3ig in jeder beschrinkten Teilmenge von Q.
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